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CHAPITRE  PE^EMIER 


Intégrales  généralisées  et  fonctions 
d'un  paramètre 


(^   1.  intégrales  généralisées 

1.  Intégrales  proprement  dites,  intégrales  généralisées.  — 
La  cléHiiitioii  primitive  des  intégrales  simples  ou  multiples 
suppose  la  fonction  et  le  domaine  d'intégration  limités.  Si  la 
fonction  ou  le  domaine  d'intégration  devient  infini,  il  faut  un 
passage  à  la  limite  de  plus  pour  définir  l'intégrale.  Nous  don- 
nerons aux  intégrales  qui  comportent  ce  nouveau  passage  à  la 
limite  le  nom  d'intégrales  généralisées,  par  opposition  aux 
précédentes  que  nous  appellerons  des  intégrales  proprement 
dites.  Les  principes  de  ces  nouvelles  définitions  ont  déjà  été 
brièvement  indiqués  dans  le  premier  volume  (n°  184). 

Nous  commencerons  par  exposer  un  théoi'ème  qui  est  sou- 
vent utile  dans  les  recherches  relatives  à  ces  intégi'ales. 

2.  Deuxième  théorème  de  la  moyenne.  —  1.  Soient  f(x) 
et  cp(.v)  deux  fonctions  bornées  et  intégi-ahles  dans  l'inter- 
valle (a,  b).  Si,  pour  x  ^  a  et<^b,  '^{x)  est  :  i" positive,  2°  non 
décroissante,  3"  -^  B,  on  a 


(1) 


"-^  (.V)  fix)  dx  =  b\1  f{x)  dx,         (^  <  ?  <  b). 


Décomposons  l'intervalle  (a,  h)  en  éléments  infiniment  petits 
par  les  points  x^  =  a,  x^,  x^,...  x„  +  i  =  b.  Désignons,  en  géné- 
ral, par  S,  l'amplitude  et  par  ç,  un  point  intermédiaire  de 
l'élément  (xt,  x,+  i).  Le  premier  membre  de  (1)  est  la  limite  de 
la  somme 


i;p(E,)        fix)dx, 

i  =  1  J  Xi 


Vol  II. 
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ciir  lii  (liiïcience  de  ces  deux  expressions,  à  savoir 

^   \        [r(-v)-r(:,)J/(-v)'/.v, 

tend  vers  zéro.  En  oHet,  soient  Aj  l'oscillation  dv  z  dans  l'inté- 
rieur de  5,  et  "/.  la  plus  fi^randc  des  intégrales  de  |  /'  1  tlans  li>s 
divers  intervalles  0(,  cette  dilTérence  est  moindre  en  valeur 
absolue  que 


1=1  J  X, 


!/•   f/.V<AÏA,<AB, 


et  elle  tend  vers  zéro  avec  /.  (qui  tend  évidemment  vers  0 
avec  les  o,).  Donc,  en  écrivant  la  même  somme  autrement,  le 
premier  membre  de  (1)  est  aussi  la  limite  de 


"    ,    r  •'■■' 

I  J.v, 


^'f{.x)dx  =  ^h(lj) 


fdx\ 
<i  + 1       J 


Jn  2  J  .V, 


On  ne  cliauffc  pas  non  plus  cette  limite  par  l'addition  d'un 
terme  qui  tend  vers  0,  de  sorte  que  le  premier  membre  de  (1) 
est  encore  la  limite  de  l'expression 

■ç{l,)\"  fdx  +^-^Cz,)-rC^i^M\"  f'I-^  ^-  |I5-r(^")l  \"  f'I-^- 

J<1  J  J.V;  J.V„ 

Les  coellicients  des  trois  intégrales  de  fdx  (|ui  sont  écrites 
dans  cette  expression  sont  respectivement  positifs  en  vertu  des 
trois  hypothècses  du  théorème.  Donc,  en  désignant  par  u  une 
moyenne  entre  ces  intégrales  ou,  ce  qui   revient  au  même, 

ri 

entre  les  valeurs  de  \    fdx  dans  l'intervalle  (a,  h)  de  x,  l'ex- 


pression précédente  est  de  la  forme 

a[ç(;,)  +  ^(E,)- r(;.)  +  •■•  +  n-*{i")]  =  :^«- 
Sa  limite,  ou  1(>  jjremier  membre  de(l),  est  donc  aussi  de  la 
forme  v.l5.  D'ailleui's  la  fonclion  continue  \    fdx  atteint  la  va- 
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leur  intermédiaire  [j.  pour  une  valeur  au  moins  l  de  x  dans 
l'intervalle  (a,  h)  ce  qui  établit  l'équation  (1). 

II.  Pins  généralement,  (fucl  (/ne  soit  le  signe  de  »(x),  si, 
pour  x^  a  et  <^  h,  cette  fonction  est  :  1°  ^  A  e<  -^  B,  2"  non 
décroissante,  on  a 

(2)    ^%ix)f{x)dx  -  A  J^  /-(.v)  +  lî  j!  f(x),       («  <i<7j), 

Si  o(x)  était  non  croissante,  la  formule  subsisterait  sauf 
ifn'il  faudrait  y  permuter  A  <■/  1$. 

En  elîet,  si  ^(.v)  croit,  on  a,  par  le  théorème  I  ('f  —  A  étant 
positif), 


\^y^-\)fdx=^{n-\)\^[fdx. 


ce  qui  revient  à  la  formule  (2).  Si,  au  contraire,  '-s  décroit,  on 
cliangera  dans  la  formule  (2)  le  signe  de  s,  donc  ceux  de  A  et 
de  B,  ce  qui  revient  à  changer  les  signes  des  deux  membres 
et,  comme  —  cp  croît,  on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

La  proposition  II  donne  lieu  à  deux  formules  particulières, 
souvent  employées  : 

III.  0/1  a,  en  particulier,  sous  les  conditions  de  la  pro- 
position II, 

(:?)    \"'^(x)f{x)dx  =  o(a  +  0)\'fdx  +  ^(h-i)}  \"rfdx. 


En  effet,  on  peut  faire,  dans  la  formule  (2),  A  =  cp(a  +  0)  et 
B  =  o(/j  —  0)  en  désignant  par  là  les  limites  de  o  quand  x  tend 
vers  a  en  décroissant  ou  vers  h  en  croissant,  limites  toujours 
existantes  car,  dans  les  deux  cas,  la  variation  de  »  ne  change 
pas  de  sens. 

IV.  Si  la  i'ariation  de  'i(.v)  ne  change  pas  de  sens  dans 
l'intervalle  (a,  h),  on  a 

(4)  J  ''  -^(.v)  f{x)  dx  =  -^(rt)  J  ^^  /V/.V  +  '^{h)  J  !  fdx. 

En  effet  'f(x)  reste  alors  compris  entre  »(a)  =  A  et  ■f{h)  =  B. 
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3.  Définition  des  intégrales  à  limites  infinies.  —  Soil  /'(.v) 
une  fonction  bornée  et  iiiléyrable  au  sens  éiénicntairo,  c'esl- 
à-dire  n'ayant  que  des  points  de  discontinuité  isolés  dans 
l'intervalle  (a,  .v')  (juel([ue  f^rand  (juc  soil  .v' ;   par  délinilion, 

\   /■{.v),/.v  =  lim  V l{.x)<lx. 

Si  cette  limite  est  Unie  et  déterminée,  l'intégrale  existe  ou 
est  coni^'crgcnte.  Dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  n'existe  pas 
ou  est  divergente.  Ceci  peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières. 
Si  la  limite  est  infinie,  positive  ou  négative,  l'intégrale  est 
infinie  positive  ou  négative.  S'il  n'y  a  pas  de  limite,  l'intégrale 
est  indéterminée,  mais  elle  n'est  pas  nécessairement  dépour- 
vue de  toute  signification,  car  l'indétermination  peut  être 
incomplète.  Ainsi  les  plus  grande  et  plus  petite  limites  du 
second  membre  de  l'équation  sont  les  limites  d'indétermi- 
nation de  l'intégrale. 

Si  l'on  sait  effectuer  l'intégration  indéfinie  de  /'(.v),  la  con- 
naissance d'une  fonction  primitive  F(x)  permet  de  reconnaître 
immédiatement  si  l'intégrale  existe  et  d'en  calculer  la  valeur. 
Il  faut,  pour  que  l'intégrale  existe,  que  F(.v)  ait  une  limite 
finie  F(co)  pour  x  =  '^  et  l'intégrale  aura  })our  valeur 
F(co)  — F(a). 

Mais,  en  général,  on  ne  connaît  pas  de  fonction  primitive 
et  il  faut  un  examen  plus  minutieux. 

D'après  les  principes  de  la  théorie  des  limites,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  à  limite  infinie 
converge,  est  que  la  dilîérence  des  deux  intégrales  prises 
dans  les  intervalles  (a,  x')  et  (a,  x")  soit  infiniment  petite, 
x'  et  x"  étant  des  infiniment  grands  indépendants.  Cette  diffé- 
rence se  réduit  à  l'intégrale,  prise  entre  deux  limites  qui 
augmentent  indéfiniment, 

'''"/•(.v)'/v, 

que  l'on  appelle  une  intégrale  singulière.  Donc,  pour  i[iie 
l'intégrale  à  limite  infinie  existe,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
(fue  l'intégrale  singnlièi-e  correspondante  ait  pour  liinite  0. 
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La  condition  se  simplifle  quand  f  (.v)  ne  change  pas  de  signe, 
car,  dans  ce  cas,  l'intégrale  entre  a  et  x'  varie  toujours  dans 
le  même  sens  quand  -v'  augmente.  L'intégrale  entre  a  et  l'infini 
sera  donc  nécessairement  convergente  ou  infinie. 

Une  intégrale  est  al)Soliwient  coiwergente  quand  elle  con- 
verge après  qu'on  y  a  remplacé  f{x)  par  sa  valeur  absolue  ; 
et  alors  elle  est  convergente,  car  la  valeur  absolue  de  l'inté- 
grale singulière  ne  diminue  certainement  pas  quand  on  rend 
tous  ses  éléments  positifs,  et  si  elle  tend  vers  0  après  ce  chan- 
gement, elle  tendait  déjà  vers  0  avant. 

On  considère  aussi  des  intégrales  dont  la  limite  inférieure 
est  infinie.  En  supposant  f{x)  toujours  finie  et  intégrable  dans 
l'intervalle  {x' ,  h),  elles  se  définissent  par  la  formule  analogue 
à  la  précédente 

\"    f(x)dx  =  ïim     \"f(x),lx. 


Elles  donnent  lieu  aux  mêmes  considérations  que  les  inté- 
gi'ales  précédentes  et  s'y  ramènent  d'ailleurs  en  changeant 
X  en  — X. 

Enfin,  si  les  doux  limites  sont  infinies,  on  pose  (le  choix  de 
a  étant  évidemment  inditl'érent) 

J^^/-(.v)J.v-=  J^^+  J^^  f{x)dx, 

ce  qui  ramène  aux  deux  cas  précédents. 

4.  Règles  de  convergence  absolue.  (Limites  infinies).  — 
Nous  nous  bornerons  à  la  seule  intégrale  \    f(x)ilx,  car  les 

J  n 

règles  relatives  aux  autres  s'obtiennent  par  analogie.  Nous 
remarquerons  d'abord  que  cette  intégrale  sera  convergente  ou 
non,   absolument  convergente  ou   non,    en  même  temps  que 

\    f{x)dx  où  p  est  un  nombre  aussi  grand  qu'on  veut,  car  elle 

n'en  diffère  que  par  une  intégrale  proprement  dite.  C'est  pour- 
quoi, la  limite  inférieure  de  l'intégrale  étant  indifférente  dans 
les  règles  suivantes  (sous  la  seule  condition  que  f  (x)  soit  inté- 
grable), nous  nous  dispenserons  de  l'écrire. 
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I.    Supponoiis    (fiCon    (lit   I  f{x)  \  -^  |  :;(.v)  |  à    ixirHi-   (l'iiin' 
ccrtaiiu'  <,Hilciir  de  .v,  et  forinons  Irs  deux  inU'-gniU's  : 


fdx,  \    zdx. 


Si  lu  ficcdUiU'  est  (ihsoliimcnt  conK'i'rgciitc,  la  première  l'est 
aussi  ;  si  la  première  n'est  juis  (ihsoliiment  convergente,  la 
seconde  ne  l'est  pas  non  pUis. 

En  efîet,  si  riiilégiale  de    |  -x.  |    est  finie,  celle  de    \  f  \    le 
sera  a  fortiori  (donc  elle  conver^j^era)  ;  si  l'intégrale  de    \  f  \ 
est  infinie,   celle  de    |  cp  |    le  sera  a  fortiori   (donc   celle   de 
.i  ne  sera  pas  absolument  convergente). 

On  applique  souvent  ce  théorème  dans  le  cas  où  f  est  infini- 
ment petit  par  rapport  à  ^  pour  x  =  oo  ;  il  prouve  alors  que, 
si  la  seconde  intégrale  est  absolument  convergente,  la  première 
l'est  aussi. 

II.  Si  »  ne  change  pas  de  signe  et  que  le  quotient  f  :  -s  tende 
vers  une  limite  L  linie  et  différente  de  0  pour  x  =  co,  les  deux 
intégrales  de  la  règle  précédente  seront  en  même  tetnps  soit 
al)Solument  convergentes  soit  divergentes. 

En  elîet,  si  x  croît  suffisamment,  f(x)  finit  \)i\v  lester  com- 
pris entre  (L  —  s)  '^(.v)  et  (L  +  s)  '^(.v).  Or,  les  deux  intégrales 

(I i)'idx  =  {L—z)\    idx,        \    (l.-l  £)'p</.v  =  (L  +  £)\    'idx, 

convergent  ou  divergent  en  même  temps  (pie  colle  de  -f,  et 
cela  aI)Solument  car  leur  élément  ne  change  pas  de  signe  ; 
nous  en  concluons,  par  le  théorème  1,  que  l'intégrale  de  fdx 
ayant  son  élément  intermédiaire  entre  ceux  des  précédentes, 
converge  ou  diverge  en  même  temps  ({u'elles. 

III.  Si,  pour  X  infini,  f{x)  est  infiniment  petit  d'ordre  déter- 
miné  a,    la   condition   nécessaire  et  suffisante  poui-  la  coii- 

vergencc  de  \  fdx  est  ([ue  l'on  ait  a>l  et  alors  la  con- 
vergence est  ahsolue. 

Ou  dit  (pic  f  est  infiniment  ])('lil  d'ordre  a  si  le  rapport 
f(x)  :  x^"  teiul  vers  une  limite  L,  finie  et  dilTénMite  de  0,  pour 
;c  =  oo.    Cette  règle  est  donc  un  cas  particulier  de  la  i)récé- 
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dente  :  l'intégrale  de  fdx  converge  ou  diverge  en  même  temps 
que  celle  de  x—'^  dx,  laquelle  converge  si  a>l  et  diverge  si 
a~^l.  On  le  vérifie  directement  au  moyen  de  l'intégrale 
indéfinie 

[dx  _   \    T^^'  ^^  '■'■  tlill''!'^  Je  1  ; 

J^  ~   /    T       ''        • 

f     Log  X,  SI  a  =  1, 

qui  tend  vers  l'infini  avec  x,  sauf  si  a  est  >1. 

Exemples.  —  Les  intégrales  suivantes  convergent,  par  la 
règle  111  où  a  =  2  : 

f*       dx  f'°     x-dx  Ç'^'     dx 


J     xj/TTx^  J    (rt'  +  x-)-  J    a-+x-^ 

Les  intégrales  suivantes  (dont  l'élément  est  moindre  en 
valeur  absolue  que  celui  de  la  dernière  écrite  ci-dessus)  sont 
absolument  convergentes  i)ar  la  règle  1  : 

r"sinxdx  f'^    sin  X  dx 

J     o^  -r  X-  '         J     x(a-  +  X-) 

Soient  a  et  n  des  quantités  positives  ;  les  intégrales  sui- 
vantes (dont  l'élément  est  infiniment  petit  par  rapport  à 
dx  :  x'+  )  convergent  par  la  même  règle  : 


dx. 


\    X"  e-"'^  dx,         \    X"  e-'""  cos  hx  dx. 


5.  Règles  applicables  à  la  convergence  non  absolue.  — 
l\ .  Si  une  intégrale  F(x)  de  •i(x)  veste  linie  pour  x=oo, 
l'intégrale 

converge  pour  toute  valeur  positive  de  a. 

On  a,  en  effet,  par  intégration  par  parties,  puis  passage  à  la 
limite, 

■^'F(x)dx 


]a      X^  [  X»    J„  J„       x' 

r-^^,^._F(a)         rF(x) 
]a    x^  a»  J„     x'- 
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Or  cette  dernière  iiilé^i-ale  converge  par  la  règle  II,  car 
F{x)dx:  x'^  <*  est  inlininienl  petit  par  rapport  à  ilx  :  .v'+^(e<:^a), 
ce  qui  est  l'élément  d'une  intégrale  convergente. 

Par  exemple,  les  siiiiiN  et  cosinus  ayant  Icuis  intégrales 
tinies  et  périodiques,  cette  règle  prouve  l'existence  des  inté- 


grales 


sm  .V 

(1        X 


dx, 


sin  A" 


ilx. 


>  Il      I  x 

\.  Soit  '^(x)  une  fonction  dont  le  sons  de  \'(iri<dion  ne 
change  pas  et  ([ui  teitd  ec/'.s  une  limite  finie  pour  x  =  ~  ;  for- 
mons les  deux  intéaraies 


/■(A)  dx, 


f{x)  z{x)  <lx, 


si  1(1  première  con^'erge,  la  deuxiè?ne  converge  aussi. 
En  effet,  par  le  deuxième  théorème  de  la  moyenne,  on  a 


■^fdx  =  ■^{x-)Yjdx  +  ■^{x")yjdx 

(X'<Ç<A-"). 

Si  x',  x"  et,  par  suite,  S  tendent  vers  l'infini,  les  deux  inté- 
grales singulières  du  second  membre  tendent  vers  0  par  hypo- 
thèse. Comme  elles  sont  multipliées  par  des  quantités  finies 
par  hypothèse,  le  second  membre  tend  vers  0  et,  avec  lui, 
l'intégrale  singulière  du  premier  membre,  ce  qui  prouve  le 
théorème. 

VI.  Soient  '^{x)  une  fonction  dont  le  sens  de  s'ariation  ne 
change  pas  et  qui  a  pour  limite  0  pour  x  =  <»,  ensuite  F{x) 
une  fonction  primitis'c  de  f(x);  si  F(.v)  est  bornée  pour  x=o^, 


l'intégrale  \    f{x)  -i(.v)f/.v  sera  convergente. 

En  edet,   la   formule  de  la  démonstration   préc('-denh'  sub- 
siste ;  son  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 


'rix') 


F(x) 


+  'f  (.x") 


F(.v) 


et  tend  vers  0  avec  •f(A-')  et  -f(x"),  car  F(.v'),  F(;)  (!t  I'(a-")  restent 
bornés. 
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6.  Définition  des  intégrales  de  fonctions  infinies.  —  Soit 
maintenant  à  intégrer  une  fonction  f(.\)  non  bornée  dans  l'in- 
tervalle (a,  b). 

1°  Si  f{x)  est  bornée  et  inté^rable  (au  même  sens  que  précé- 
demment) dans  l'intervalle  (o,  h  —  s)  quelque  petit  que  soit  £, 
mais  illimitée  dans  l'intervalle  {h  —  s,  !>),  on  pose,  par  défini- 
tion, £  restant  positif, 

'f(x)  dx  =  Uni  [  '   V'(-v-)  dx. 

Il  e  =  il    Jn 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  intégrale 

existe  ou  soit  coin'evgente,  est  que  la  différence  des  intégrales 

étendues    aux    intervalles    (a,  h  —  s)   et  {a,  b  —  s')    ou    que 

l'intégrale  singulière  à  laquelle  elle  se  réduit, 

■b-i' 

/■(-v)  dx, 

}I)-E 

ait  pour  limite  O,  £  et  z'  étant  des  infiniment  petits  (positifs) 
indépendants.  Si  l'intégrale  existe,  elle  peut  êti'e  absolument 
convergente  ou  non  ;  et,  si  elle  n'existe  pas,  elle  est  infinie  ou 
indéterminée  comme  les  intégrales  à  limites  infinies.  Pratique- 
ment, ou  ne  rencontre  guère  que  des  intégrales  absolument 
convergentes. 

2°  Si  /"est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a  +  s,  b)  mais 
illimitée  dans  {a,  a  -j-  s),  l'intégrale  dans  (a,  ]))  se  définit  par 
la  foi'mule,  analogue  à  la  précédente, 


\  'f(x)  dx  =  lim  \  '    /'(-v)  dx 

Jn  £  =  (!  J<H  - 


Sa+e 
fdx  tend  vers  0, 
a+er 

S  et  e'  étant  des  infiniment  petits  indépendants. 

3°  Si  f  est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  b)  sauf 
aux  environs  des  extrémités  a  et  b,  on  partagera  l'intervalle 
en  deux  autres  par  un  point  intermédiaire  c  (dont  le  choix  est 
indillerent)  et  l'intégrale  dans  (a,  b)  sera  la  somme  de  celles 
dans  (a,  c)  et  (c,  b). 

4°  Plus  généralement,  f{x)  peut  être  bornée  et  intégrable 
dans  toute  portion  de  l'intervalle  (a,  b)  ne  contenant  pas  un 
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nombre  liiniU''  de  i^Hilenra  singaUères  aux  environs  (lesquelles 
elle  devient  inlinie.  Supposons,  |)()ur  lixei'  les  idées,  que'les 
valeurs  (i  et  li  soient  de  ce  nombre  et  désignons  les  autres  .v,, 
Xj...  L'intégrale  étendue  à  (a,  h)  sera,  par  définition,  la  somme 
de  celles  étendues  à  (a,  .v,),  (.v,,  .v„),...  ce  (jui  ramène  au  cas 
précédent.  La  condition  d'existence  de  l'intégrale  étendue  à 
(«,  /()  est  donc  que  chacune  des  intégrales  singulières  : 


fdx,        \        f,l.x,        v     \f,lx,... 

J.vi-c  J.V|+£ 


ait  pour  limite  O,  s  et  s'  étant  dos  inlinimout  petits  indépen- 
pendants. 

7.  Propriétés  des  intégrales  généralisées.  —  L  Les  défini- 
tions précéileutes  sont  évideninicnl  telles  (pie,  si  l'on  partage 
l'inlervalle  (a,  ]>)  en  plusieurs  ])arties,  l'intégrale  dans  (a,  h) 
sera  la  somme  des  intégrales  dans  chaque  partie. 

II.   Les  conditions  d'existence    (jue    nous   venons   d'écrire 

expriment  que  l'intégrale  \  fdx  est  encore  nne  fonction  con- 
tinue de  X  dans  l'intervalle  {a,  h).  En  elîet,  en  faisant  tendre  e' 
vers  O  avant  £,  on  en  conclut  (pie  les  intégrales  : 

C'i  +  i  r.v,  r-vi  +  s 

fdx,  fdx,  fdx,... 


■  1  'I 

sont  intinimcnt  petites  avec  t.  Donc  l'intégrale  entre  a  et  .v  est 
continue  aux  points  singuliers  rt,  .x^,...  les  seuls  pour  lesquels 
sa  conlinuit(''  soit  eu  question. 

111.  On  peut  énoncer,  pour  les  intégrales  généralisées,  un 
théorème  analogue  à  celui  de  la  moyenne.  Ainsi,  si  fa  une 
borne  inférieure  m  ou  bien  une  borne  supérieure  M  dans 
l'intervalle  (o,  h),  on  a 

;,  r  I' 

fdx   >m{li  —  a)        ou  bien         \  f  dx  <Î:/SI{1)  —  a). 

,1  J  'I 

lui  efl'el,  en  admettant  pour  lixei' les  idées  que />  soit  le  seul 
point  singulier,  ces  relations  ont  lieu  quand  on  y  remplace  h 
])ar  h  —  s  ;  elles  subsistent  donc,  à  la  limite,  pour  s  ==  0. 
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8.  Règles  de  convergence  (fonctions  infinies).  —  I.  Suppo- 
sons qu'on  ait  \  f(x)  \  <,  |  'f(.v)|,  sauf  pour  les  valeurs 
singulières  de  x,  et  formons  les  intégrales  : 

h  r  b 

fdx,  \    ■idx. 


Si  la  seconde  est  absolument  convergente,  la  première  l'est 
aussi.  Si  la  première  n'est  pas  absolument  convergente,  la 
seconde  ne  l'est  pas  non  plus. 

Ce  Ihéorènie  se  démontre  coiiime  le  théorème  analof^ue 
relatif  aux  intégrales  à  limites  infinies  (n°  4,  I). 

Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  (jue  f{.x)  ne  soit 
infinie  que  quand  .v  tend  vers  b.  I^a  règle  suivante,  énoncée 
dans  cette  liypothèse  spéciale,  s'adaptera  d'elle-même  aux 
autres  cas  : 

II.  Si  z  ne  change  pas  de  signe  ({uand  x  tend  vers  h 
(unique  valeur  singulière)  et  ([ue  le  (juotient  f  :  -i  tende 
vers  une  limite  L  linie  et  différente  de  0  quand  x  tend 
vers  b,  les  deux  intégrales  de  la  règle  précédente  seront 
en  même  temps  absolument  convergentes  ou  en  même  temps 
divergentes. 

La  démonstration  faite  (n"  4,  II)  pour  les  intégrales  à  limites 
infinies  se  généralise  d'elle-même. 

m.  Si,  pour  chaque  valeur  singulière,  /(.v)  est  infinie 
d'ordre  déterminé  y.,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

ri, 

la  convergence  de  \   f  (.x)dx  est  ([ue  tons  ces  ordres  y.  soient 


<^  1  et  aloi-s  la  convergence  sera  absolue. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent  par  la  définition  de 
l'ordre  d'infinitude.  On  dit  ([ue  /'(.v)  est  infinie  d'ordre  a  (a^O) 
pour  -V  =  c,  si  l'on  a 

les  fonctions  tj'i  et  'l>„  ayant,  quand  x  tend  vers  c,  des  limites 
liiiies  et  différentes  de  0.  Toutefois,  si  c  est  une  des  extrémités 
de  l'intervalle  (a,  b),  on  ne  tient  compte  que  du  seul  cas  où  x 
varie  dans  cet  intervalle. 
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Ceci  posé,  nous  pouvons  adinctlfc  diuis  la  démousti'atioii 
que  h  soit  la  seule  valeur  singulière.  11  sullit  alors  tl'appliquer 
l'énoncé  du  théorème  précédent  en  y  faisant  ç  =  (h  —  .v)~",  car 
l'intégrale  ilc  {h  —  .v)~'^  dx  converge  dans  rintervallc  {a,  h)  si 
a<^l  et  diverge  si  a^l.  On  le  NiMllie  dirccUMiicnl  au  nioycn 
de  l'intégrale  indéfinie 

dx  \   (/j  — .V)'-»  :  (1  —  ^O  '^i  --'■  «lilTère  de  1, 


(/)  — x)^        j    Log  (l>  —  x)  si  a  =  l, 

qui  est  infinie  quand  x  fentl  vers  ]>,  sauf  si  a<^l. 

Par  exemple,  si  j>  cl  q  tlésignent  deux  nombres  compris 
entre  0  et  1,  l'intégrale 

[   x''-'  (1  —  A-)''-'  (Ix 
Jo 

est   absolument   convergente,    car,    pour   chacune   des  deux 
valeurs  singulières  0  et  1,  f{x)  est  infinie  d'ordre  <;  1. 

9.  Intégrales  généralisées  élémentaires.  Intégrales  double- 
ment généralisées.  —  Une  même  intégrale  i)eut  comporter 
en  même  temps  les  deux  sortes  de  généralisations  précé- 
dentes. C'est  ce  qui  arrive  si  l'on  intègre  dans  un  intervalle 
infini  une  fonction  présentant  des  points  singuliers  isolés  où 
elle  devient  infinie. 

Si  ces  points  sont  en  nombre  limité,  pour  déliuir  l'intégrale 
étendue  de  a  à  l'infini,  ou  désigne  par  h  uu  nombre  arbitraire 
supérieur  à  toutes  les  valeuis  singulières  et  l'on  pose,  par 
définition, 

f{x}dx=-["f{x)<lx  +  \   f{x)dx. 
Par  exemple,  si  l'on  a  0<^«<  I,  l'intégrale 

•a-l  <.-v  ,/_y  ^    [     _v./-l  (.     .V  ,/_v     I     i     .v-n-l  p-v  dx 


X" 

est  absolument  coin'cvgenle  comme  somme  de  deux  intégrales 
absolument  convergentes. 

Plus  généralement,    s'il   y  a  une   infinité    de    valeurs    sin- 
gulières isolées  et  que  l'intégrale  existe  dans  toute  portion 
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limitée  de  riiitervallc  d'iiilégration,  ou  la  définit  dajis  l'inter- 
valle entier  par  les  mêmes  passages  à  la  limite  (ju'au  n"  3. 

Quand  la  fonction  à  intégrer  est  positi^^e  et  les  valeurs  sin- 
gulières isolées,  l'intégrale  est  toujours  dctcrmince  :  sa  valeur 
est  Unie  ou  infinie  positive. 

Les  définitions  peuvent  se  généraliser,  mais  les  précédentes 
suffisent  en  pratique.  Nous  dirons  que  les  intégrales  (jui 
rentrent  dans  ces  définilions  sont  des  intégrales  généralisées 
élémentaires.  Ces  intégrales  sont  donc  celles  de  fonctions  ne 
présentant  que  des  points  de  discontinuité  isolés. 

10.  Valeurs  principales.  —  Cauchy  a  fait  grand  usage 
de  ce  qu'il  appelle  la  i,'alenr  principale  d'une  intégrale 
indéterminée.  Soit  d'abord  f(x)  une  fonction  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  x.  Il  peut  arriver  que  la  définition  habi- 
tuelle. 


■/•(.v)(/.v  =    lim     ('     f(x)dx, 

■i  x'.xi'=x  J—x" 


ne  conduise  à  aucun  résultat  déterminé,  mais  que  la  limite 
existe  si  l'on  fait  .v"  =  x'.  Dans  ce  cas,  cette  limite  sera,  par 
définition,  la  'i'alenr  principale  de  l'intégrale  du  premier 
membre. 

De  même,  soit  /"(.v)  une  fonction  continue  en  tout  point  de 
l'intervalle  {a,  h),  sauf  un  seul  point  x,  où  elle  est  infinie; 
il  se  peut  que  la  définition  habituelle, 

h  ,-  .V-  -e       (•  /) 

f(x)dx  =   lim    \         +\  f(x)dx. 

Il  e,  E'=ft  Ja  ■  .Vj+e' 

ne  conduise  à  aucun  résultat  déterminé,  mais  que  la  limite 
existe  en  faisant  s'  =  s.  Cette  limite  est  alors,  par  définition,  la 
valeur  principale  du  premier  membre.  On  aperçoit  immédia- 
tement, en  partageant  l'intervalle  d'intégration,  ce  que  devien- 
dra cette  définition  s'il  y  a  plusieurs  points  singuliers 
entre  a  et  h. 

Par  exemple,  l'intégrale  de  dx  :  x  est  indéterminée  si  on 
l'étend  de  —  1  à  +  1,  mais  sa  valeur  principale  est  nulle. 
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11.  Calcul  des  intégrales  généralisées.  Intégration  par 
décomposition  et  par  parties.  —  1'  La  loii.Mt  le  fondamk.n- 
TAi.K  poiii'  le  caicul  (les  int(>jj;'i'aU's  tloliiiies, 

\'f{x)dx  =  V(h)-F(a}, 

subsiste  si  l'intégrale  est  généralisée,  pourvu  que  la  loiicliou 
V(x)  soit  continue  eu  tout  point  de  riiitcivallc  (r/,  h)  sans 
exception  et  c[u'elle  ait  f{x)  pour  dérivée  sauf  aux  points  sin- 
guliers de  f'(x).  Nous  avons  déjà  établi  ce  théorème  dans  le 
premier  volume  (n°  184)  et  montré  qu'il  subsiste  pour  h=  oo 
quand  F(.v)  a  une  limite  F(<x>)  pour  x  =  oo. 

2°  La  FORMiLE  d'intégration  PAR  nÉcoMTOsiTioN  sc  géné- 
ralise aussi.  Soit  f{x)  =  f,{x)  +  f.,{x)  ;  on  aura  (a  el  7)  pouvant 
être  infinis) 

"  f{x)  <ix  =  \  ''  f\ (.V)  ,lx  +  \  ''  f,(x)  ,lx. 

n  J  II  J  II 

pourvu  que  deux  au  moins  de  ces  trois  intégrales  soient 
déterminées,  la  troisième  l'étant  alors  nécessairement,  car  la 
limite  d'une  somme  est  toujours  égale  à  la  somme  des  limites 
supposées  existantes. 

Remarque.  —  Supposons  ([u'on  sache  seulcnu'iil  ([u'une  des 
deux  intégrales  du  secoTid  membre  est  déterminée.  Si  l'on 
s'interdit  de  faire  passer  les  termes  d'un  membre  dans  l'autre, 
on  pourra  encore  écrire  la  formule  précédente,  mais  elle 
signifiera  seulement  (jue  les  deux  membres  sont  ou  égaux 
ou  tous  deux  indéterminés  mais  avec  les  mêmes  limiles  d'in- 
détermination s'il  y  en  a. 

Pour  justifier  cette  remarque,  considérons  un  cas  parti- 
culier, le  raisonnement  étant  général.  Supposons  a  et  J)  finis 
et  admettons  que  /",  /",  et  f'.-,  n'aient  ipi'un  point  singulier  1).  Si 
c'est  l'intégrale  de  /',  qui  est  déterminée,  on  aura,  y,  lendanl 
vers  0  avec  s. 

r~V(-v)  dx  -=  \"  f,ix)  dx  +{''   '  f,{x)  dx  ^  y,. 

.•  Il  J  II  .)  '( 

Donc,  £  étani  inliniment  petit,  toute  restriclioTi  à  l'indi-fer- 
mination  d'un  des  deux  membres  de  cette  reialion  ciiliaini'  la 
même  restriction  pour  l'autre  membre. 


CALCUL  DES  INTEGRALES  GÉNÉRALISÉES  15 

Cette  remarque  a  son  importance  pour  reconnaître  si  une 
intégrale  donnée  est  déterminée  ou  non,  car,  si  l'on  peut  sim- 
plifier celle-ci  par  l'addition  d'une  intégrale  déterminée,  il 
sulfira  de  raisonner  sur  l'intégrale  simplifiée. 

3°  Quand  la  Règle  d'intégration  par  parties  est  encore 
applicable,  elle  résulte  des  précédentes.  Soient  f{x)  et  »(x) 
deux  fonctions  continues  entre  a  et  h  mais  dont  les  dérivées 
f'(x)  et  s'(.v)  n'aient  que  des  points  de  discontinuité  isolés.  On 
a,  par  la  première  règle  qui  précède, 


S 


\fixy.'{x)  +  ■f{x)r{x)](lx  =  lf(.v)'.(.v)l". 


Donc,  si  l'une  des  deux  intégrales  : 

\"r{x)-^'(x)dx,     \"'ç{x)r{x)dx 

est  déterminée,  l'autre  l'est  aussi  et  l'on  a 

\''f{x}-^'{x)dx  =  [/•(A-)'^(A-)]"-  ("•f(x)/'"(.v)  dx. 

Si  a  ou  J)  est  infini,  le  terme  aux  limites  peut  être  indé- 
terminé et  il  faut  une  condition  de  plus  pour  légimiter  la  for- 
mule précédente.  Il  faut  admettre  que  deux  au  moins  des  trois 
termes  qu'elle  renferme  aient  une  valeur  déterminée  et  alors 
ils  sont  déterminés  tous  les  trois. 

12.  Changement  de  variables.  —  La  formule  de  transfor- 
mation des  intégrales  définies  par  substitution  établie  dans  le 
premier  volume,  peut  être  généralisée.  Voici  cette  formule, 
dans  laquelle  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que 
T  est  >  f,  : 

(1)  \'^'^'f(x)dx  =  [f['^{t)]-^'{t)dt. 

On  peut  énoncer  la  règle  suivante  : 

Si  la  dérh'ce  '^'{t}  est  continue  et  différente  de  0  dans 
l'intervalle  (i,,  T)  sauf  peut-être  aux  extrémités,  la  for- 
mule (1)  snhsiste  pour  les  intégrales  généralisées  en  ce 
sens  que  les  deux  membres  seront  ou  bien  égaux  ou  bien 
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tons  deux  indi'lci-inim's,  dkùs  (n'cc  les  mêmes  limites  d'indé- 
ierminalion  s'il  y  en  a. 

Cette  règle  n'exclut  pas  le  cas  où  z.{t)  serait  (iiscojilinue 
aux  extrémités  t,  et  T,  ni  celui  où  t,  et  T  seraient  eux-mêmes 
infinis,  mais  il  faut  alors,  comme  la  démonstration  va  le 
montrer,  que  o{t^)  et  tp(T)  désignent  les  limites  de  cp(£)  quand  t 
tend  vers  t^  en  décroissant  ou  vers  T  en  croissant,  limites 
(|ui  seront  finies  ou  infinies  (de  signe  déterminé),  puisijue, 
»'  ne  s'annulant  pas,  la  variation  de  <f  ne  change  i)as  de 
sens. 

Cette  remarque  faite,  nous  pouvons  démontrer  la  règle. 

Supposons  d'abord  que  /,  et  T  soient  iinis  et  admettons, 
I)our  fixer  les  idées,  qu'il  n'y  ait  de  point  singulier  de  f{x) 
ou  de  /'(f)  qu'aux  deux  limites  des  intégrales.  Quand  t  varie 
de  <i  à  T,  la  fonction  f(t)  varie  toujours  dans  le  même  sens  et 
ne  passe  qu'une  fois  par  les  valeurs  <f{t^  +  z)  et  tp(T — r,),  en 
sorte  que  l'on  a,  sans  difficulté,  les  deux  membres  étant  des 
intégrales  proprement  dites, 

(2)  f{x)dx-^  \         f(<f)<f'dt. 

Si  l'on  fait  tendre  e  et  t,  vers  0,  on  obtient  la  relation  (  1  )  à  la 
limite,  avec  le  sens  précis  que  nous  lui  avons  donné. 

Par  exemple,  par  la  substitution  x  =  sin^  t,  on  a 


.V"-'  (  1  —  .v)''-'  dx  =  2  \    (sin  tyi'^^  (cos  tyi-'  dt 

J  » 

et,  par  la  substitution  x  =  — log  t, 

-^^x=-[(iogjp^^5;(.og;j"<//. 


X" 
0 


Si  <!  et  T  étaient  infinis,  il  faudrait  simplement,  pour  faire 
la  démonstration,  remplacer  dans  la  formule  (2),  <,  +  s  par 
un  infiniment  grand  négatif  (',  et  T  —  y,  par  un  infiniment 
grand  positif  T',  la  formule  (2)  subsistant  avec  ces  nouvelles 
limites  en  vertu  de  la  démonstration  même  que  nous  venons 
de  faire. 
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Par  exemple,  ou  a,  par  la  substitution  x  = 

irsint  „ 
Slll  X-  (Ix  =  -  \     —-—  (II. 


2]„ 


t 


Remarque.  —  Lorsque  les  conditions  de  la  règle  précédente 
ne  sont  pas  vérifiées,  il  faut  le  plus  souvent,  pour  procéder 
avec  sécurité,  partager  l'intervalle  (<,,  T)  en  intervalles  partiels 
satisfaisant  aux  conditions  de  la  règle  et  étudier  la  transfor- 
mation dans  chaque  intervalle  séparément.  Toutefois,  dans 
certains  cas,  on  peut  utiliser  la  règle  suivante  : 

Si  •i(<)  est  continue  entre  <,  et  T  et  que  -^'(t)  ne  soit  nulle  ou 
discontinue  qu'en  des  points  isolés  de  l'inier\Hille  (i,,  T),  la 
formule  (1)  subsiste  pourvu  que  son  second  membre  soit 
déterminé. 

En  effet,  on  peut  écrire  la  formule  analogue  à  (1)  pour  chacun 
des  intervalles  de  t  compris  entre  deux  points  singuliers  con- 
sécutifs de  »'(<)•  Pour  chacun  d'eux,  les  deux  membres  de  la 
formule  obtenue  sont  déterminés  et  égaux.  En  ajoutant  ces 
diverses  formules,  on  retrouve  la  formule  (i),  dont  les  deux 
membres  sont  donc  aussi  déterminés  et  égaux. 

13.  Nouvelie  définition  des  intégrales  généralisées  élémen- 
taires de  fonctions  positives.  —  Soit  /(.v)  une  fonction  non 
négative,  admettant  une  intégrale  généralisée  élémentaire 
(n°  9).  Définissons  une  fonction  auxiliaire  fn{x)  en  posant  : 

f/-.\  /(x),  sif<n; 
(  n,  si/>  n. 

Cette  fonction  est  bornée  et  n'est  discontinue  qu'avec  f.  Elle 
peut  servir  à  définir  l'intégrale  généralisée  de  f  par  un  seul 
passage  à  la  limite,  au  moyen  des  formules  suivantes  : 

Si  l'intervalle  d'intégration  est  borné,  on  a 

\"  f{x)dx=  lim\"f,.(x)dx; 

J  n  n  =  y-    j  II 

et  si  cet  intervalle  est  infini,  soit  par  exemple  ( — <»,  +  c^),  on  a 

r+='  f+" 

\      /(.y)  dx  =  lira  \     f„(x} dx. 

J—y-  n  =  =c   .]—n 

Voi.  II.  2 
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En  effet,  les  limites  (finies  ou  infinies)  écrites  dans  les 
seconds  membres  existent  et  ne  peuvent  surpasser  les  valeurs 
des  premiers  memlires  (car  f„  -^  f),  il  suffit  donc  de  prouver 
qu'elles  ne  sont  pas  moindres. 

Faisons  d'abord  cela  pour  la  première  formide.  11  y  a  dans 
{a,  h)  un  nombre  limité  de  valeurs  sinp^ulières  où  f  cesse 
d'être  borné,  et  il  suffît  de  prouver  la  formule  dans  l'intervalle 
de  deux  d'entre  elles.  Autant  admettre  (jue  les  valeurs  sin- 
gulières sont  a  et  /).  On  a,  dans  ce  cas,  quelque  petit  que 
soit  t  positif, 

lim  \    /■„d.v>lim\     '' f„dx  =  \     "  fdx, 


car  /■„  devient  égal  à  f  entre  a  +  s.  et  b  —  t.  11  vient  donc  à  la 
limite,  quanti  i  teiul  vers  zéro, 

lim  (  'f„dx':>\'filx. 

n='J'-    j(t  j  a 

Passons  à  la  seconde  formule.  On  a,  par  ce  qui  précède, 
quelque  grand  que  soit  N  lixe, 

/■„  (Jx  ^  lim  \       /'„  <Ix  =  \       filx  ; 

et,  en  faisant  tendre  N  vers  l'inlini, 

lim  \      /„r/.v  ^5^  \      fdx, 

M  -  »■-    J  —n  J  —X 

ce  (jui  achève  la  démonstration. 

14.  Théorème.  —  Soit  F,,  F„,...  F,,,...  une  suite  non  décrois- 
sant!: (7e  fonctions  positives  de  x  ;  si  chaque  fonction  est 
bornée,  continue  (sauf  peut-être  pour  des  K'aleurs  isolées  de  x 
indépendantes  de  n),  et  si  F„(.v)  tend  ^.'crs  une  limite  finie  ou 
infinie  F(.x)  quand  n  tend  vers  l'infini,  on  a 


lim  ['  l-„{x)dx=  {'  V{x)dx, 

Il  -    r     J  a  )  Il 


que  l'intervulle  (a,  b)  soit  fini  ou  non,  pours'u  que  la  fonc- 
tion V  n'ait  (jue  des  points  de  discontinuité  isolés  et  admette, 
par  conséquent,  une  intégrale  élémentaire.  Celle-ci  d'ailleurs 
peut  être  finie  ou  infinie. 
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La  démonstration  est  immédiate  si  les  fonctions  F„  sont 
continues  et  l'intervalle  (a,  h)  fini.  L'énoncé  revient  alors 
à  dire  que  l'on  peut  intégi'er  terme  à  ternie  la  série  de  fonc- 
tions continues  et  positives 

F  =  F, +  {F,-1^)  +  ...  -I  (i'\,-F„_,)+  ..., 

ce  qui  est  permis  (t.  I,  n°  '.V2(i). 

Si  l'intervalle  (n,  h)  est  encore  lini,  mais  que  les  fonc- 
tions F„  cessent  d'être  continues  en  un  nombre  limité  de 
points  X,,  Xj,...,  on  peut,  comme  au  n"  précédent,  admettre 
que  a  et  /)  soient  les  seules  valeurs  singulières.  On  a,  dans 
ce  cas,  quel  que  soit  e  positif,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
démontré. 


II 


/)— £ 


Uni  \    F„(/.v^lini  \        F„(/.v  =  \        Vdx. 

Faisons  tendre  £  vers  zéro,  il  vient,  le  second  membre  pou- 
vant d'ailleurs  croître  indéfiniment, 

lim  \  'f„(/.v>  {    Vdx. 

Mais  l'égalité  seule  est  possible,  car  le  premier  membre  est 
inférieur  au  second  (piel  que  soit  ;i. 

Enfin,  si  les  limites  a  et  h  sont  infinies,  par  exemple  toutes 
les  deux,  on  a,  quel  que  soit  N  positif,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  prouver, 

lim  \       F„(/.v  ^  lim  l       l'„ '/.v  =  \       F(/.v  ; 

H  =  J5      J— X  11  =  33     J  — N  J— N 

et  il  suffit  de  faire  tendre  N  vers  l'infini   pour  démontrer  la 
proposition,  comme  dans  le  cas  précédent. 

15.  Intégrales  doubles  généralisées.  —  On  suppose  que  les 
points  de  discontinuité  de  la  fonction  f{x,  y)  à  intégrer  sont 
isolés  ou  répartis  sur  certaines  lignes  de  discontinuité  satis- 
faisant aux  conditions  stipulées  dans  le  premier  volume 
(n"  270).  Par  contre,  la  fonction  ou  le  domaine  d'intégration 
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n'est  plus  supposé  borné.  On  api>elle  points  singuliers  ceux 
autour  (lesquels  la  fonction  n'est  pas  bornée. 

Fonctions  non  nhoativhs.  —  l']n  premier  lieu,  si  le  domaine  D 
est  borné  et  limité  par  un  toiilour  G  satisfaisant  aux  con- 
ditions déjà  rappelées,  pour  (h'Iinir  l'intégrale  d'une  fonc- 
tion f{x,  y)  non  négaVwe, 


l'(.\,  y)  (Ix  <ly, 

on  procède  à  peu  près  comme  pour  les  intégiales  simples.  On 
commence  pai-  enlever  les  points  singuliers  du  cliami)  d'inté- 
gration. A  cet  cITcl,  on  entoure  les  points  singuliers  isolés 
tl'un  contour  infiniment  petit,  on  enferme  les  lignes  de  dis- 
continuité entre  deux  contours  infiniment  voisins,  et  l'on  con- 
sidère la  portion  D'  de  l'aire  D  qui  est  extérieure  aux  contours 
auxiliaires.  L'intégrale  étendue  à  D'  étant  une  intégrale  pro- 
prement dite,  on  pose,  par  définitioji, 

/■(.v,  v)  (Ix  (ly  =  lim  \  \     f{x,  y)  dx  dy. 


Si  cette  limite  est  linie,  l'intégrale  généralisée  existe.  11 
sufïit  évidemment  pour  cela,  /'  étant  positif,  que  le  second 
membre  soit  borné  quand  D'  tend  vers  D,  et  alors  sa  limite 
est  indépendante  de  la  manière  dont  D'  tend  vers  1).  Si  l'inté- 
grale n'existe  pas,  elle  est  infinie  positive. 

En  second  lieu,  si  le  champ  d'intégration  s'étend  à  l'inlini 
dans  certaines  directions  ou  dans  tous  les  .sens,  on  procède 
d'une  manière  analogiu^.  On  considère  d'abord  l'intégrale 
(généralisée  ou  non)  ilans  une  portion  bornée  D'  de  l'aire  D, 
puis  on  étend  successivement  D'  à  D  tout  entier  :  l'intégrale 
dans  D  est  la  limite  (finie  ou  infinie)  de  celle  dans  D'.  Cette 
limite  sera  d'aillenis  indépendante  de  la  manière  dont  D'  tend 
vers  D  ;  et,  si  1)  s'étend  à  l'infini  dans  plusieurs  din^ctions, 
D'  peut  croître  à  l'infini  soit  simnltanénient  .soit  successii'e- 
ment  dans  les  divers  sens. 

Le  cas  des  fonctions  non  positives  se  ramène  à  celui-ci 
par  un  simple  changement  de  signe  ;  il  n'y  a  j)as  lieu  de 
s'y  arrêter. 
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Fonctions  de  signe  variable.  —  On  ne  reconnaît  d'exis- 
tence à  l'intégrale  double  généralisée  d'nne  l'onction  de  signe 
variable  que  si  elle  est  aJjsolnment  convergente,  c'cst-tî-dire 
que  si  l'intégrale 


Si, 


/■{.v,.v)  I  dxdy 

existe. 

Si  cette  condition  est  remplie,  l'intégrale  de  f(x,  y)  dans  D 
se  définit  par  les  mêmes  passages  à  la  limite  que  pour  les 
fonctions  positives  et  l'on  est  assuré  que  cette  limite  est  finie 
et  unique  de  quelque  manière  que  D'  tende  vers  D.  En  effet, 
la  fonction  f  est  alors  la  dilîérence  de  deux  fonctions  non 
négatives  \  f  \  et  |  /"  |  —  /',  dont  les  intégrales  existent. 

Remarque.  —  Si  f  est  positive,  son  intégrale  généralisée 
dans  D  peut  encore  se  définir  à  l'aide  de  la  fonction  auxi- 
liaire fu,  déjà  définie, 

^  \   n,  si  f^n; 

En  effet,  si  D  est  borné,  on  a 

fdx  dy  =  Uni  \  \    /"„  dx  dy  ; 


\[ 


et,  si  D  n'est  pas  borné,  on  a,  D„  tendant  vers  D  quand  n  tend 
vers  l'infini, 

((     /Uv-dy  =  limf(     fndxdy. 

J  J  D  Ji  =  K    J  J  D„ 

Les  démonstrations  se  font  comme  pour  les  intégrales 
simples. 

16.  Réduction  des  intégrales  doubles  généralisées  à  des 
intégrales  simples.  —  Si  f{x,  y)  ne  change  pas  de  signe  dans 
le  domaine  D  borné  ou  non,  son  intégrale  dans  D  se  réduit  à 
deux  intégrales  simjdes  consécutives  par  la  règle  ordinaire, 
pourvu  que  l'intégration  par  rapport  à  la  première  variable 
fournisse  une  fonction  de  la  seconde  qui  n'ait  que  des  points 
de  discontinuité  isolés.  Cette  règle  s'applique  (jue  l'intégrale 
double  soit  finie  ou  infinie. 
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Premier  cas  :  L'intégritle  double  est  étendue  à  tout  le  [ildii. 
Drfinissons  /"„  coinino  au  ii"  précédent  et  posons 


V„{x)=  \    "  r„dy. 

J— n 


Soient  D' la  portion  de  D  entre  les  abscisses  —  N  et  +  N, 
D,',  celle  de  D'  entre  les  ordonnées  — n  et  +  ;i.  Utilisons  la 
remarque  qui  termine  le  n°  précédent.  Il  vient,  la  réduction  se 
faisant  sur  une  intégrale  proprement  dite, 


w 


fdxdy  ^  Uni  \      fdxdy  ----  lim  \       V„{x)dK. 


La  fonction  l"\,(.v)  est  continue,  sauf  peut-être  pour  les 
abscisses  d'une  lif^ne  de  discontinuité  de  f{x,y)  parallèle  à 
l'axe  de  y,  celles-ci  supposétîs  en  nombre  limité  entre  —  N 
et  N.  On  peut  donc  appliquer  le  théorème  du  n"  14  et  il  vient, 
en  remplaçant  F„  par  sa  limite, 

fdxdy  =  \       dx  \       fdx. 

Si  l'on  fait  tendre  N  vers  riiiliiii,  D'  tend  vers  D  et  l'on 
obtient,  à  la  limite,  la  formule  à  démontrer  : 


fdxdy  =  \       dx\       f  dy 

I)  J— ^  J— oc 


Cas  (lÉNÉHAi,.  —  Les  autres  cas  se  ramènent  au  pré- 
cédent à  l'aide  d'une  fonction  auxiliaire  /',  ég-ale  à  /'  dans 
le  domaine  1)  et  à  zéro  en  dehors.  L'intégrale  de  f  dans  D 
revient  à  celle  de  /',  dans  tout  le  plan,  laquelle  se  réduit 
par  la  formule  précédente.  En  négligeant  les  intervalles 
où  /',  est  nulle,  cette  formule  de  réduction  revient  à  celle 
relative  à  f. 

Remarque.  —  Si  ^  change  de  signe  dans  le  domaine  D,  le 
procédé  le  plus  simple  pour  légitimer  la  réduction  sera  géné- 
ralement de  partager  le  domaine  1)  en  j)lusieurs  autres  où 
/■  n'a  qu'un  seul  signe  et  d'elîectuer  la  réduction  dans  cha- 
cun d'eux. 
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17.  Interversion  des  intégrations.  —  Si  f  ne  change  pas  de 
signe,  on  a,  Les  limites  étant  jinies  on  injinies  mais  con- 
stantes, 

A  rii  rli  ,-A 

r/.v\    /■(/,>-   ^  \    <ly\    fdx 


poni^'n  ((ue  les  intégrales  intévienres  soient  des  fonctions 
continues,  la  première  de  x  et  la  seconde  de  y,  sauf  en  des 
points  isolés. 

En  effet,  les  deux  membres  représentent  la  même  intégrale 
double,  car  on  peut  intervertir  les  variables  x  et  y  dans  les 
formules  du  n"  précédent. 

18.  Transformation  des  intégrales  doubles  généralisées.  — 
Soient  ii  un  domaine,  limité  ou  non,  dans  le  plan  m',  tp(ij,  t')  et 
'\>{u,  v)  deux  fonctions  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  par- 
tielles, dont  le  jacobion  J  ne  change  pas  de  signe  dans  12.  On 
ne  stipule  rien  sur  la  frontière.  Supposons  que  les  for- 
mules : 

x  =  (i((!,r)  y=4-((i,v'), 

fassent  correspondre  uniformément  les  points  intérieurs  à  iî 
aux  points  intérieurs  à  une  aire  1),  limitée  ou  non,  dans  le 
plan  xy.  On  aura 

J{,xy)dxdy  ='^\^^^y\f('f,'l)dudv. 

En  effet,  représentons  par  il'  une  portion  limitée  de  Q,  dans 
laquelle  /'  est  continue,  et  qui  tend  vers  iï  ;  le  domaine  corres- 
pondant D'  sera  aussi  limité  et  tendra  vers  D.  L'équation  pré- 
cédente a  lieu  sans  difficulté  quand  on  y  accentue  D  et  Q  (t.  I, 
n°  285)  ;  elle  subsiste  donc  à  la  limite,  et  c'est  jjrécisément  ce 
qu'on  écrit  en  supprimant  les  accents. 

Le  sens  de  l'équation  précédente  est  le  même  que  pour  la 
formule  de  transformation  des  intégrales  simples  (n°  12).  Les 
deux  membres  sont  soit  égaux,  soit  tous  deux  indéterminés, 
mais  alors  avec  les  mêmes  limites  d'indétermination. 
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§  2.  Intégration  et  dérivation  des  intégrales  définies 
Convergence  uniforme.  Applications 

19.  Intégration  par  rapport  à  un  paramètre.  —  Soit  /(a:, a) 
uiu'  loiictioii  coiilimio  des  deux  variables  x  et  y.  dans  uii 
domaine  rectangulaire  I^,  limité  par  les  valeurs  a  el  /)  de  .v  et 
par  les  valeurs  a,,  el  a,  de  a  ;  l'intégrale 


Jn 


est  une  fonction  continue  de  y.  dans  l'intervalle  (a„,  a,).   On 
peut  se  proposer  d'intégrer  ou  de  ilérivcr  cette  fonction. 
Si  l'on  intègre  '•■(a),  on  tombe  sur  une  intégrale  doulilc 

fa  fa  Çli 

\     -^(y.)  ih.  =        (h.       r(x,  y.)  dx. 

On  peut  utiliser  pour  la  calculer  toutes  les  méthodes  de 
transformation  étudiées  dans  le  premier  volume,  mais  la  plus 
employée  est  la  règle  d'intégrntion  sons  le  signe  qui  consiste 
à  intervertir  les  intégrations  par  rapport  à  .v  et  a.  Toutefois 
il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  règle  n'est  établie  que  pour  les 
intégrales  proijrement  dites.  Nous  verrons  tout  à  l'heure 
(ju'elle  ne  s'étend  aux  intégrales  généralisées  que  sous  des 
conditions  particulières. 

20.  Dérivation  par  rapport  à  un  paramètre.  Règle  de 
Leibniz.  —  Considérons,  comme  au  n"  précédent,  l'intégrale 
pioprcnnent  dile 


r(^-)  =   \"A-V,  a)f/.v 


et  supposons  (jue  la  fonction  f(x,  y.)  ait  une  dérivée  partielle 
f  (x,  a)  déterminée  et  continue  dans  le  rectangle  limité  par 
les  valeurs  a  et  h  de  x,  y.^  et  a,  de  a.  La  dérivée  de  tp(a)  dans 
l'intervalle  (a„,  a,)  s'obtiendra  en  dérivant  simplement  par 
rapport  à  a  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration.  Cette  règle 
est  celle  de  la  dérivation  sons  le  signe  ou  règle  de  Leibniz. 
C'est  une  conséquence  de  la  précédente. 
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Soit,  en  effet,  a  un  point  quelconque  de  l'intervalle  (a„,  a,)  ; 
on  a,  par  la  règle  d'intégration  sous  le  signe, 

("  dSf  (.V,a)(/.v-=  r'[/'(.v,a)-/'(.v,a„)]«Lv  =  cp(a)-'^(aJ. 

J  a„         J  (I  J  (1 

La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  est  la  fonc- 
tion sous  le  signe  d'intégration  extérieur  (car  cette  fonction 
est  continue).  Il  vient  donc,  en  égalant  les  dérivées  des  deux 
membres  extrêmes, 

rra(-V,a),/.V--^'(a). 

J  a 

C'est  la  régie  de  Leibniz. 

Cette  règle  suppose  que  les  limites  a  et  h  sont  indépendantes 
de  a.  Considérons  maintenant  une  intégrale  dont  les  limites  x^ 
et  -Vj  soient  des  fonctions  de  a,  par  exemple 

ç(a)=   ("7-(.V,a)(/.v,  (.V,>.V,). 

J.v, 

Nous  supposerons  :  1°  que  x,  et  x^  sont  deux  fonctions  con- 
tinues de  a  ayant  des  dérivées  également  continues  dans  l'in- 
tervalle (ao>°'i)  >  2°  que  la  dérivée  partielle  /"'o(-v,  a)  est  déter- 
minée et  continue  dans  le  domaine  D  du  plan  xa  compris 
entre  les  droites  a  =  a„,  a  =  a,  et  les  courbes  x  =  x,,  x  =  x^. 

Je  dis  que,  sous  ces  conditions,  l'on  aura  dans  l'inter- 
valle (a„,  a,) 

On  doit  donc  ajouter  deux  termes  complémentaires  à  celui 
fourni  par  la  règle  de  Leibniz. 

Cette  nouvelle  règle  se  ramène  à  celle  de  Leibniz  par  un 
changement  de  variables.  Substitutions,  en  effet,  à  x  une 
nouvelle  variable  d'intégration  t  par  la  relation 

X  =  X,  +  (Xj  — x,)t, 

de  sorte  que  x  est  maintenant  fonction  de  <  et  de  a  et  coïncide 
avec  X,  pour  t  =  0  et  avec  x^  pour  <=  1.  L'intégrale  trans- 
formée sera 

■'  3x 


■:,[^)-\ax,.)f^dt. 


La  fonction  h  intégrer  et  sa  dérivéo  partielle  par  rapport 
à  a  sont  des  fonctions  continues  de  t  et  de  a  dans  le  rectangle 
du  plan  ta  compris  entre  les  valeurs  0  et  1  de  i,  a„  et  a,  de  a. 
La  régie  de  Leibniz  s'appliciuo  (lun(;  à  l'intégrale  transformée 
(aux  limites  constantes  0  et  1)  ;  elle  donne 


(^1 
C'est,  sous  une  aulie  forme,  la  forniuU- (pi'il  fallait  démontrer. 


f- 


21.  Convergence  uniforme  des  intégrales  généralisées.  — 
Les  règles  précédentes  et  la  continuité  même  de  »(a)  reposent 
sur  les  hypothèses  :  1"  que  f(x,  a)  et  sa  dérivée  partielle  (s'il 
s'agit  de  la  règle  de  Leibniz)  sont  des  fonctions  continues  ; 
2°  que  l'intervalle  d'intégration  est  limité.  Ces  règles  ne  s'ap- 
pliquent pas  toujours  aux  intégrales  généralisées  et,  pour 
reconnaître  si  elles  subsistent,  il  est  commode  d'introduire  une 
notion  nouvelle,  celle  de  la  convergence  uniforme  des  inté- 
grales généralisées.  Il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

1°  La  fonction  est  continue  sous  le  signe  \ ,  mais  l'une  des 

deux  limites  de  l'intégrale  est  infinie.  Soit 


/•(.v,  a)  dx. 


Cette   intégrale  converge   uniformément  pour  un   certain 

m.ode  de  variation  de  a,  par  exemple  dans  l'intervalle  (a„,  a,), 

si  à  tout  nombre  positif  t  si  petit  ([u'il  soit  correspond  un 

nombre  X,  indépendant  de  ol,  tel  ([u'on  ait,  sous  la  condition 

X'  >  X,  et  pour  toutes  les  valeurs  considérées  de  a, 

I  ç"  1 

/•(.v,  a)  dx     <  t. 

i  Jx'  I 

2"  La  fonction  f(x,  y.)  peut  croître  indéfiniment  pour  cer- 
taines valeurs  de  x  et  a,  mais  est  continue  en  tout  point  aux 
environs  duquel  elle  reste  finie,  (^.e  cas  est  plus  (•omj)lcxe  (jue 
le   précédent,    car   la   répartition  des  points  de   discontinuité 


I 
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dans  le  plan  (x,  a)  peut  être  plus  ou  moins  compliquée.  Ces 
points  peuvent  être  isolés  ou  bien  se  suivre  d'une  manière 
continue  sur  certaines  lignes.  Pour  abréger,  nous  nous  borne- 
rons au  cas  le  plus  simple  mais  le  plus  fréquent,  celui  où 
f(x,  a)  n'est  infinie  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs 
de  X  indépendantes  de  y.. 

Cette  condition  peut  se  réaliser  de  deux  manières  diffé- 
rentes, soit  que  f'{x,  a)  ne  devienne  infinie  qu'en  des  points 
isolés  du  plan  (.v,  a),  soit  qu'elle  devienne  infinie  le  long  de 
certaines  droites  parallèles  à  l'axe  des  x.  Les  deux  intégrales 
suivantes  sont  des  exemples  de  ces  deux  cas  : 

Dans  la  première,  la  fonction  sous  le  signe  n'est  infinie 
qu'en  un  point  isolé  (l'origine)  ;  dans  la  seconde,  elle  est  dis- 
continue tout  le  long  de  l'axe  des  a  positifs.  Dans  les  défi- 
nitions et  les  théorèmes  qui  vont  suivre,  cette  distinction 
u'iuterviendra  jjas. 

Sous  les  conditions  précédentes,  l'uniformité  de  la  conver- 
gence des  intégrales  de  fonctions  discontinues  est  tout  ana- 
logue à  celle  des  intégrales  à  limites  infinies  et  les  théorèmes 
relatifs  à  ces  diverses  intégrales  vont  s'énoncer  dans  les 
mêmes  termes. 

Considérons  d'abord  l'intégrale 

tf(a)=  [''f{x,y.)dx, 

J  a 

OÙ  /"(.X,  a)  ne  devient  infinie  que  pour  x  —  h.  Nous  dirons 
quelle  coin'erge  nnifoi'inciiwnt  pou?'  un  certain  mode  de 
variation  de  a,  .si  à  tout  nombre  positif  e  .s(  petit  qu'il  soit 
correspond  un  outre  nombre  positif  ù  indépendant  de  a  et  tel 
qu'on  ait,  sous  la  condition  0  <^  3'  <^  S, 


\"        fix,a)dx 


<î- 


On  voit  immédiatemenl  comment  il  faut  modifier  la  défi- 
nition précédente  si  c'est  pour  x  =  a  que  f  devient  infinie. 
Si  cette  fonction  devient  infinie  pour  plusieurs  valeurs  x,,  Xj... 
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de  X,  on  partage  l'intervalle  d'intégration  et,  en  même  temps, 
l'intégrale  proposée  en  plusieurs  antres  dans  lescpiels  /'  ne 
devient  infinie  qu'à  l'une  des  limites.  Enfin,  si  /"  ayant  des 
points  dt!  discontinuité  en  nombre  limité,  l'intégrale  est  à 
limite  infinie,  elle  se  décompose  en  plusieurs  autres  sem- 
blables aux  précédentes,  avec  en  plus  nne  intégrale  de  fonc- 
tion continue  mais  à  limite  infinie.  Si  chacune  de  ces  inté- 
grales composantes  converge  uniformément,  il  en  sera  de 
même  pour  la  proposée. 

Dans  ces  conditions,  la  convergence  uniforme  des  intégrales 
généralisées  correspond  exactement  à  la  convergence  uniforme 
des  séries  étudiée  dans  le  premier  volume.  Montrons,  en  effet, 
qu'une  intégrale  généralisée  uniformément  convergente  peut 
se  mettre  sous  forme  d'une  série  uniformément  convergente 
d'intégrales  proprement  dites. 

Si  l'intégrale  est  à  limite  infinie,  on  désignera  par  /*,,  h^,--- 
1j,i,...  une  suite  de  nombres  croissant  à  l'infini  et  l'on  écrira 

rdx=    '+■  +  ...+       fdx  + ... 


et  si  l'intégrale  du  premier  membre  converge  uniformément, 
il  en  est  de  même  de  la  série  du  second  membre. 

Réciproquement,  si  la  série  converge  uniformément  de 
quelque  manière  qu'on  choisisse  h^,  b„,...,  l'intégrale  con- 
verge aussi  uniformément,  car  on  peut  choisir  />,,  h^,...  assez 
rapprochés  pour  que  l'intégrale  entre  a  et  x  diffère  aussi  peu 
qu'on  veut  de  celle  entre  a  et  l'un  des  h. 

D'autre  part,  si,  l'intégrale  étant  à  limites  infinies,  la  fonc- 
tion sous  le  signe  ne  devient  infinie  qu'à  l'une  des  limites,  par 
exemple  à  la  limite  supérieure  h,  on  désignera  par  /),,  l)„,... 
/)„,••■  une  suite  croissante  de  nombres  tendant  vers  /*  et  l'on 
écrira 

•h  ri,  (•;.„  rl.„ 

/•(Lv=  \      +■+...  +  \  /■(/.V-  +  ... 

Si  l'intégrale  du  premier  membre  converge  uniformément, 
il  en  sera  de  même  de  la  série  du  second  membre,  et  récipro- 
quement comme  ci-dessus. 
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Il  s'ensuit  que  l'on  pourra  appliquer  immédiatement  aux 
intégrales  uniformément  convergentes  les  théorèmes  corres- 
pondants relatifs  à  la  continuité,  à  l'intégration  et  à  la  déri- 
vation des  séries.  11  est  donc  très  utile  de  savoir  reconnaître 
l'uniformité  do  la  convergence.  La  règle  suivante  est  loin 
d'être  générale  mais  suffit  dans  beaucoup  de  cas. 

22.  Critère  de  convergence  uniforme.  —  Une  intégrale 
généralisée  qui  dépend  d'un  paramètre  converge  uniformé- 
ment si  ses  éléments  successifs  ne  surpassent  pas  en  valeur 
absolue  les  éléments  correspondants  d'une  intégrale  absolu- 
ment convergente,  prise  entre  les  mêmes  limites,  mais  ne 
renferment  pas  le  paramètre. 

Nous  pouvons  borner  la  démonstration  au  cas  d'une  inté- 
grale à  limite  infinie,  car  elle  est  analogue  pour  les  autres  cas. 
Comparons  donc  les  deux  intégrales  : 

\    f{x,  a)  dx,  \    I  -^(.v)  I  dx, 

en  supposant  que  la  seconde  converge  et  qu'on  ait  constam- 
ment   I  f(x,  a)  I  -^  I  .i(x)  I .  On  aura  évidemment  l'inégalité 


J^^A-v,  ^-)''x|<5,^J  r(-^-)  I  d> 


Mais,   puisque  \    |  o(a)  |  dx  converge  par  hypothèse,  à  tout 

J  a 

nombre  e  correspond  un  nombre  X  tel  que  le  second  membre 
de  cette  inégalité  soit  <^  s  pourvu  que  X'  soit  >  X.  Alors  le 
premier  membre  est  a  fortiori  -^  e,  ce  qui  est,  par  définition, 
la  condition  de  convergence  uniforme  à  démontrer. 

11  doit  être  d'ailleurs  bien  entendu  que  la  fonction  f{x,  ai) 
satisfait  aux  conditions  de  continuité  que  comporte  la  défi- 
nition de  la  convergence  uniforme  donnée  au  n°  précédent. 

23.  Continuité,  intégration,  dérivation  des  intégrales  uni- 
formément convergentes.  — 1.  Une  intégrale  généralisée  qui 
contient  un  paramètre  a  est  fonction  continue  du  paramètre 
dans  tout  intervalle  on  la  convergence  est  uniforme. 
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II.  Quand  l'expression  sous  le  signe  est  positi'.'c,  la  con- 
dition nécessaire  et  suIJisdiile  pour  (/u'iiiic  intégrale  géné- 
ralisée soit  fonction  continue  du  ixiraniètre  y.  ({u'elle  conlienf, 
est  que  la  convergence  soit  uniforme. 

III.  L'intégration  sous  le  signe  d'une  intégrale  généralisée 
par  rapport  à  un  }>arainctrc  y.  dcnienrc  légitime  dans  tout 
intervalle  fini  où  la  convergence  est  uniforme. 

IV.  Quand  l'expression  à  intégrer  est  positive,  nue  inté- 
grale fonction  continue  du  paramétre  a  peut  toujours  être 
intégrée  sous  le  signe  entre  des  limites  finies. 

V.  Une  intégrale  généralisée,  fonction  du  paramètre  %  et 
uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a„,  a,),  peut  s'in- 
tégrer smis  le  signe  entre  a,,  et  un  point  variable  y.  de  l'inter- 
valle (a^,,  a,),  et  la  nouvelle  intégrale  ain.si  obtenue  e.'it  encore 
uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (aj,,  a,). 

En  répétant  l'application  du  théorème  et  de  la  repaie  qui 
précèdent,  on  voit  que  l'intégration  entre  a„  et  a  d'une  inté- 
grale uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a„,  a,),  peut 
être  effectuée  sous  le  signe  un  nombre  quelconque  de  fois  de 
proche  en  proche  et  que  l'intégrale  obtenue  après  un  nombre 
quelconque  d'intégrations  sera  uniformément  convergente 
dans  la  même  intervalle  que  la  proposée. 

VI.  Lorsque  la  dérivation  .soii.s  le  signe  d'une  intégrale  pro- 
prement dite  ou  d'une  intégrale  généralisée  (supposée  exis- 
tante) conduit  à  une  intégrale  généralisée,  la  règle  de  Leibniz 
demeure  légitime,  c'est-à-dire  que  l'intégrale  proposée  a  pour 
dérivée  l'intégrale  fournie  par  la  règle,  pourvu  que  cette 
dernière  intégrale  converge  uniformément  datis  le  voisinage 
de  la  valeur  considérée  du  paranu'tre. 

Comme  il  est  bien  entendu  que  les  conditions  d(>  continuité 
que  comporte  la  définition  de  la  convergence  uniforme  (n°  21) 
sont  vérifiées,  tous  ces  théorèmes  se  ramènent  aux  théo- 
rèmes analogues  de  la  théorie  des  séries  (t.  I,  n"  325  à  327) 
on  écrivant  les  intégrales  sous  forme  de  séries  uniformé- 
ment convergentes.  Il  serait  aussi  très  simple  de  les  démon- 
trer directemeni  en  imitant  les  dénionstralions  faites  pour  les 
séries. 
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A  titre  d'exemple,  considérons  une  intégrale  à  limite  infinie, 

'^(7.)=   rV(.x-,  a)  r/.v, 


uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (a,,,  a,),  et  mon- 
trons qu'on  peut  l'iutégi'cr  sous  le  signe  dans  cet  inter- 
valle (Règle  III).  A  cet  elTet,  écrivons,  sous  forme  de  série 
uniformément  convergente, 

r('-)=  {"'  +  [""+  ...+  {""    fdx  +  ... 

Cette  série  peut  être  intégrée  terme  à  terme  et  chaque  terme 
peut  s'intégrer  sous  le  signe  ;  on  obtient  ainsi  la  série,  unifor- 
mément convergente  dans  l'intervalle  (a^,  a,), 

■a  f''„  fa  (■'-         ra 

ç(a)da=i:\  </.v\      f(Jy.  =  \     (1x\      fdy., 

'-„    '  J  ''m-I  J0!„  J(,  Jet,, 

et  cette  dernière  intégrale  est  uniformément  convergente  comme 
la  série. 

24.  Applications  diverses.  —  1°  Calculons  d'abord  l'intégrale 

e~"'  dx. 


Cette  intégrale  a  déjà  été  calculée  dans  le  premier  volume 
(n°  190).  Nous  allons  indiquer  un  procédé  plus  rapide  pour 
l'obtenir.  Considérons  pour  cela  l'intégrale  double 


H 


g-X!-.r=    fly.    fjy.^ 


étendue  à  un  carré  D  compris  entre  les  axes  Ox  et  Oy  et  les 
deux  droites  x  =  r,  y  =  r.  On  a,  en  faisant  la  réduction  en 
coordonnées  rectangulaires, 

\  \    e--^''-'-'  dx  dy  =  \    e-''^  dx  \    e-y-  dy  =    \    e--""  dx    ■ 

Jjd  Jo  Jo  [jn 

D'autre  part,  soient  D'  et  D"  les  quarts  de  cercle  (de  centre  0) 
respectivement  inscrit  et  circonscrit  à  D,  donc  de  rayons  r 
et  r\/2.  On  a,  en  réduisant  avec  les  coordonnées  polaires, 

55^;.— .-dx./y  =  J;d0[e-,-dr  =  ^(l-e-); 
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de  même, 


(,-xi-r-  dxdy  ^  ,  (1  —  c~-'"')- 


Mais  D'  est  intérieur  à  D,  (lui  l'est  lui-même  à  D";  donc 
l'éléniont  étant  positif,  les  intégrales  dans  I)',  D  et  D"  se  suivent 
par  ordre  de  grandeur,  leurs  racines  aussi,  ce  qui  donne 

Si  7"  tend  vers  l'inlini,  les  doux  membres  extrêmes  tendent 
rapidement  vers  la  même  limite  ;  il  vient  donc 

(1)  S^-"'^"=T 

et  l'intégrale  \  e^^"  dx  converge  très  rapidement  vers  cette  va- 

Jn 

leur  quand  /■  augmente.  Cotte  intégrale  joue  un  rôle  important 
en  calcul  des  probabilités. 

2°  Comme  second  exemple,  nous  allons  calculer  l'intégrale 

f°"sinx  , 
\     dx. 

J  (I         .V 

Dans  le  premier  volume  (n°  16.5),  on  a  obtenu  l'intégrale 
suivante  : 

e"''  (a  cos  bx  +  h  sin  ux)       ^ 
c"-^  cos  hx  dx  =  î^ r—^-s +  C. 

On  en  conclut 

1 
£>-■>•■  cos  a.v  dx  = 


1  +  a-' 


Tous  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  maximes  et  positifs 
pour  a  =  0  ;  comme  l'intégrale  converge  encore  pour  cette 
valeur,  elle  converge  uniformément  de  quelque  manière  que 
varie  a  (n"  22).  Intégrons  donc  deux  fois  de  suite  de  0  à  a,  ce 
qui  se  fera  sous  le  signe  (n"  23)  ;  il  vient 

1 — cosax  ,         C"        .        ,  Log(l  +  a-) 


e^" ^ dx  =  \    arctgafZa  =  aarclf-a 


Q*U,V^.      —      ^.„.L.„>. 
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Supposons  a  positif  et  changeons  x  eu  .v  :  a,  il  vient 

r=°    -^1— cosx  Log(l+a)' 

Jo  X-  2a 

Considérons  cette  intégrale  comme  dépendant  du  para- 
mètre 1  :  a  ;  tous  ses  éléments  sont  maximes  et  positifs  pour 
1  :  a  =  0,  valeur  qui  laisse  l'intégrale  convergente.  Donc  l'in- 
tégrale converge  uniformément  (n"  22)  pour  les  valeurs  nulles 
ou  positives  de  1  :  a  et  elle  est  fonction  continue  de  l  :  a 
(n°  23).  Faisons  tendre  y.  vers  l'infini,  on  1  :  y.  vers  0  ;  il  vient 
ainsi,  à  la  limite, 

1'  '^  1  —  cos  .V  ,         - 

Jn  X-  2 

Cette  intégrale  en  donne  d'autres.  On  peut  d'abord  iidégrer 
par  parties  en  considérant  dx  :  .v"  comme  une  dilTércntielle,  ce 
fpii  donne  l'intégrale  du  titre.  On  peut  ensuite  remplacer 
1  — cos.v  par  2  sin-  (.v  :  2)  et  prendre  x  :  2  comme  variable 
d'intégration.  On  trouve  ainsi  les  deux  résultats  : 


i"^"-i'r4^)'"- 


2 


Soit  y.  un  paramètre  positif.  Changeons  la  variable  d'inté- 
gration .V  en  y.x  dans  l'intégrale  (2),  ce  qui  n'altère  pas  les 
limites  ;  il  vient 

sin  7.x    ,         ~  .  , 

dx  =  -,        SI  a  >  0. 


X 

Donc,  pour  a  positif,  cette  intégrale  a  une  valeur  constante 
indépendante  de  a.  Si  l'on  change  le  signe  de  a,  tons  les  élé- 
ments de  l'intégrale  changent  de  signe,  donc  l'intégrale  aussi, 
et  sa  valeur  sera  — -  :  2.  Enfin,  si  a  =  0,  tons  les  éléments 
sont  nuls  et  l'intégrale  aussi.  En  résumé, 

-^sia<0; 


(3)  \    dx  =  <   0,  SI  a  =  0; 


'   ^,.sia>(). 


Ainsi  cette  intégrale  est  une  fonction  discontinue  fin  para- 
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mMro,  sa  valoiir  change  bnisqiiomont  ([uand  r  alltMiit  ovi 
dopasse  la  valeur  0.  On  en  conclut,  eu  vertu  du  théorème  I 
du  n°  23,  que  la  convergence  n'est  pas  uniforme  quand  a  tend 
vers  0,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement.  Ou  a,  en 
effet,  pour  a  positif. 


dx 


sm  X 


dx 


\a 


et,  sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  la  conver- 
gence est  uniforme  si  a  ne  tend  pas  vers  zéro,  tandis  qu'elle 
ne  l'est  pas  si  a  tend  vers  zéro. 

L'intégrale  (3)  est  un  exemple  d'intégrale  qu'il  n'est  pas 
permis  de  dériver  sous  le  signe  par  rapport  à  a.  L'intégrale 
étant  une  constante,  sa  dérivée  est  nulle,  tandis  que  la  déri- 
vation sous  le  signe  conduit  à  une  intégrale  indéterminée. 

25.  Intégrales  de  Frullani.  —  On  ilonue  ce  nom  à  certaines 
intégrales  dont  la  valeur  se  détermine  par  la  considération 
d'une  intégrale  singulière.  Soit  f{x)  une  fonction  continue  de 
-v  pour  X  positif,  telle  (juc  l'intégrale  à  limite  infinie, 

ait  une  valeur  déterminée  pour  A  >  0  ;  soient  ensuite  a  et  b 
deux  constantes  positives  ;  l'intégrale 

f{ax)-f{bx) 


1  = 


dx 


X 


est  une  intégrale  de  Frullani.  Pour  en  déterminer  la  valeur, 
écrivons 

/■(«.v)  ,,,.       Ç'fihx) 


l  =  lim 

e=0 


Je        X  Je        X 


dx 


=  lim 


\"--t 


fi-x) 


dx 


X 


,.     ,■''£„,   ,dx 
hm\     f(x)~^. 


La  valeur  de  celte  intégrale  singulière  s'obtient  par  le  théo- 
rème de  la  moyenne.  Soit  ;  une  quantité  comprise  entre  as  et 
/)£  et  qui  Icnd  vers  0  avec  e,  on  a 
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Par  conséquent, 

Jn  ^  Cl 

Par  exeniiile,  prenant  f{x)  =  cos  x,  puis  f{x)  =  e~',  il  vient 
(n  >  0) 

(5) dx=\ dx=^Loga. 

J  II  -V  J  0  X 

Souvent  une  intégrale  peut  se  ramener  à  la  forme  (t)  j)ar  un 
changement  de  variables.  Ainsi,  par  la  relation  x  =  e~~,  il 
vient  (rt  et  /j  >  —  1) 

•  x"  —  -V  ,         r  "  t'-<"  +  "^  —  e-C'  + 1)=  ,        ,       /j  +  1 
~ fLv  =  \ dz  =  Log  — — j-. 

0     Log  X  J  II  -3  «   +  1 


EXERCICES 

1.  On  snlistituo  .v  1  f  à  .v  dans  la  foriniilo  (I)  ;  en  déduire 

C  1    ,-1.3...(2;i  — 1)    _„_' 

Jo  _  - 

2.  t'talilir  la  relation 

-■V-  ,         ,  l''''      -(2 

e        fos  J/.v  d.v  =  -rp  e 

Suit  I  coltr  inl(''jL,Talo.  On  prouve  que  -p-  =  —  2Jl,  d'où   I  =  I„  e~'"  et  1,, 
est  donné  par  la  formule  (I). 

3.  On  a,  par  la  relation  .v  =  i^f^ 

R.  P^n  effet,  (1  +  tg  <f)  peut  s'écrire  \''2  cos  (j  —  tp)   :  co.s  <f  el   est,  par 

conséquent,  un  produit  de  trois  facteurs  ;  donc  l'intégrale  peut  se 
déromposer  en  une  somme  des  trois  autres.  Les  deux  dernières  se 
détruisent  et  la  première  donne  la  valeur  cherchée. 


3G  CIIAl'ITUli  1.    IMÉGHALES  LIKNÉWALIsÉES 


1.  Driliiirc  la  seconde  intégrale  ci-dessoiis  de  la  première  : 


< 


Jo 


H.  On  inlèf^i'e  ]>ar  rapporl  à  a  de  (i  à  l>  cl  l'on  cliaMt<(-  .\  en  1   :  A". 
.").  Montrer  ([iie  l'on  a,. si  n  . —  0, 

\    e  d.x  =  -y-e     ,  \    <•  (/A-  =  -^. 

JO  -  Jn 

R.  Les  denx  lelatioiis  soiil  l'iinivalentes.  l,a  se<-onde  inléi^ralc  a  [>i>iir 
denii-dérivée  par  rapport  à  «  l'expression 


(^-C.   r -C^-^)^^ 


-    ,/.v  -       e 
Jo  J» 

([ni  est  nulle,  car  ces  denx  inlég-rales  se  déirnisent  (elles  se  ramènent 
l'une  à  l'autre  en  changeant  a-  en  (t  :  a).  La  seconde  des  deux  intégrales 
proposées  est  donc  constante  par  rapport  à  a  et  on  la  détermine  en 
posant  a  =  0. 

6.  Montrer  (en  dévelo|>pant  en  série  par  rapport  à  ii)  cjne  l'on  a 


Sin  A-  -  l    -    — acos.ï  . 

dx=  ~ \     e  cos  («  sm  v)  d.v. 

)(t     ■'^  -        Jn 

7.  Monirer,  en  dévelo|>pant  Log  (I  +  A')  en  série  potentielle,  (ine  l'on  a 

La  série  nuini''rii(ue  r'evienl.  en  elTel,  à 

S2  valant  tc-  :  0  (n"  301). 

v^  3.  Passage  à  la  limite  sous  le  signe  d'intégration 

26.  Considérations  préliminaires.  —  La  considérai  ion  de  la 
convergence  unirornic  foiirnil  nn  crih^iiuin  1res  simph;  ponr 
justilier  le  passage  à  la  limile  sons  le  signe  d'inlégralioii.  On 
a,  en  elT(!l,  k;  Uiéorènie  siiivanl  ; 
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Théorème.  —  Si  une  suite  de  fonctions  continues  de  x  : 
fi(x),  f„(x),...  f„{x),...  couK'erge  unifoi-méuieni  dans  an  inter- 
valle fini  (a,  b)  k'cvs  une  fonction  limite  f{x),  on  a 

lim  \    f„(x)  dx  =  \    f(x)  dx. 

En  cfTcl,  f{x)  est  continue,  donc  iutégiable  ;  d'autre  part,  la 
différence  |  f — f„  \  devient  inférieure  à  tout  nombre  positif  s. 
quand  n  augmente  suffisamment.  I.a  différence  des  deux 
membres  de  la  relation  précédente  est  donc  de  module 
moindre  que 

lim(  'l  f—  f„  I  J.x<  \    £  dx  =  z(b  —  fi)- 

J  «  J  a 

Elle  est  donc  inférieure  à  tout  nombre  donné  et,  par  consé- 
quent, elle  est  nulle. 

Les  théorèmes  sur  l'intégration  des  .séries  et  des  intégrales 
uniformément  convergentes  ne  sont  que  des  cas  particuliers 
du  précédent  ;  et  le  théorème  précédent  e.st  lui-même  un  cas 
particulier  d'un  théorème  plus  général,  dû  à  M.  Osgood,  et 
que  nous  allons  maintenant  établir.  Nous  utiliserons  pour 
cela  le  lemme  suivant  : 

27.  Lemme.  —  On  considère  une  .suite  illimitée  d'inter- 
valles, formés  suivant  une  loi  assignée, 

(1)  0,,    Oj,...    0,,,,... 

tous  contenus  dans  un  intervalle  (a,  }>).  On  peut  alors  énoncer 
le  lemme  suivant  : 

S'il  existe  un  nombre  u  >  0  tel  que  Von  puisse,  quel  que 
soit  le  nombre  p  donné,  tromper  dans  la  suite  un  nombre 
limité  d'inierK'alles  d'indices  >  p,  non  empiétants  et  dont  la 
somme  des  longueurs  soit  >  w,  alors  il  existe  au  moins  un 
point  commun  à  une  infinité  d'intervalles  de  la  suite. 

Dans  la  démonstration,  nous  admettrons  que  tout  intervalle 
de  la  suite  (1)  qui  n'est  pas  contenu  dans  l'un  des  précédents, 
a,  au  plus,  un  point  commun  avec  lui.  Cette  hypothèse  est 
légitime,  car  on  peut  la  réaliser  en  modifiant  la  suite  sans  rien 
changer  aux  conditions  du  théorème.  On  peut,  en  effet,  de 
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proclio  l'ii  proclic,  décomposer  o,,  o,,,...  en  parties  Z  satisfaisant 
aux  conditions  prccédenlcs  cl  c[uc  l'on  écrit  successivement, 
à  la  suite  les  uniis  des  autres,  en  place  de  Oj,  Sj,...,  avec  une 
nouvelle  numérotation. 

Convenons  de  dire  (ju'un  intervalle  Z  (ou  un  groupe  de  i)lu- 
sieurs  intervalles  o)  de  la  suite  (1)  est  prh'ilégié  si  l'on  peut 
lui  faire  correspondre  un  nombre  £  ^  0,  tel  que,  quel  que  soit 
p  donné,  on  puisse  trouver  dans  la  suite  (1)  un  nombre  limité 
d'inlervalles  d'indices  >/),  contenus  dans  ce  o  (ou  ce  groupe 
de  o),  non  empiétants  et  dont  la  somme  des  longueurs  soit  ^  e. 

D'après  cette  définition,  si  S  n'est  pas  privilégié,  toute  somme 
d'intervalles  d'iiulii'es  ^  p,  contenus  dans  o  et  non  empiétants, 
tentl  vers  0  quand  p  tend  vers  l'infini.  Donc  un  groupe  de 
plusieurs  intervalles  non  privilégiés  ne  l'est  pas  non  plus  ; 
et  si  un  groupe  est  privilégié,  il  contient  un  intervalle  pri- 
vilégié. 

Cette  remarque  j)erniet  de  monlrei'  que  tout  intervalle  pri- 
<,'ilégié  eti  contient  un  (lutio  île  même  nature.  Ku  effet,  suppo- 
sons cpie  Oj  soit  privilégié  et  que  la  suite  (1)  ne  renferme  que 
des  intervalles  contenus  dans  o,,  ce  qui  est  légitime,  car  il  est 
évidemment  permis  de  supprimer  les  autres  intervalles.  Deux 
cas  sont  possibles  : 

1°  On  peut  former  un  groupe  de  k  intervalles  Oj,  S.j,...  conte- 
nant tous  les  suivants  ;  alors  ce  groupe  est  privilégié  et  con- 
tient un  intervalle  privilégié. 

2"  Dans  le  cas  contraire,  la  mesure  d'une  somme  d'inter- 
valles non  empiétants  de  la  suite  S^,  o^,...  a  une  borne  suiié- 
rieure  L  -^  5|.  On  peut  donc  former  un  groupe  d'intervalles 
non  empiétants  de  mesure  ^  L  —  s  :  2.  iVlors  ce  groupe  est 
privilégié  (avec  substitution  de  £  :  2  à  s),  car  toute  somme  >  s 
d'intei'vall(>s  non  empiétants  contenus  dans  o,,  renferme  nue 
somme  >  j  :  2  d'intervalles  contenus  dans  ce  groupe.  On  est 
ramené  au  cas  précédent  et  la  proposition  soulignée  est  établie. 

La  démonstration  du  lemme  s'ensuit.  Plaçons  l'intervalle 
(a,  />)  en  tète  de  la  suite  (I)  :  cet  inteivalle  est  privilégié.  Donc 
il  y  a,  dans  la  suite  (1),  un  premier  intervalle  privilégié  S',  puis 
un  ])reinier  intervalle  ])rivilégié  S"  contenu  dans  Z',  un  ])remier 


I 
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intervalle  privilégié  o'"  contenu  dans  o",  etc.  Ces  intervalles 
emboîtés,  en  nombre  infini,  ont  un  poinl  commun,  })ar 
exemple  la  limite  de  leurs  frontières  gauches. 

28.  Théorème  d'Osgood.  —  Considérons  une  suite  de  fonc- 
tions continues 

t\(x),  f,ix)...  Ux),... 

bornées  dans  leur  ensemlde,  c'est-ù-dir-e  quels  que  soient 
n  et  X,  quand  x  varie  dans  an  intervalle  (a,  h).  Si  cette  suite 
tend  vers  une  limite  /(x)  continue  dans  le  mètne  intervalle, 
on  a 

lira  ['r„(x)dx  =  [  '  f(x)dx. 

Remarquons  que  les  différences  f — f,,   sont  continues  et 
bornées  et  ont  pour  limite  zéro  ;  ensuite  que  l'on  a 

•h 


if- 


f„)dx\<  \"\  f-r„  I  dx. 


Posons  tp,,  =  \f — /■„  I  ;  le  théorème  sera  établi  si  l'on  prouve 
que  l'on  a 

lim  \    -i„  dx  =  0, 


n-K 


SOUS  la  condition  que  la  suite  des  fondions  positives,  con- 
tinues et  bornées  dans  leur  ensemble,  tpi,  fj,...  'f,i,...  tende 
vers  zéro.  Faisons  donc  cette  démonstration. 

Soit  £  positif  donné.  Partageons  (a,  h)  en  parties  égales, 

assez  petites  pour  que  l'oscillation  de  -^n  soit  <^  -  dans  cha- 

cune  d'elles,  de  sorte  que  le  nombre  de  ces  parties  dépendra 
de  n.  Soit  w,,  l'ensemble  des  parties  en  nn  point  desquelles 
<fn  surpasse  e  et  aussi  la  somme  des  longueurs  de  ces  parties. 
Je  dis  d'abord  que  (o„  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  l'infini. 
En  effet,  o„  est  >  e  :  2  sur  tout  (o».  Si  co„  ne  tendait  pas  vers 
zéro,  il  y  aurait  une  infinité  d'indices  pour  lesquels  w,,  surpas- 
serait un  nombre  assignable  w  >  0.  Si  donc  on  écrit  dans  une 
suite  illimitée  : 

{a,  h),  0,,  Oj,...  S,,,,... 
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riiitcrviiUo  (d,  h),  puis  les  intervalles  ijiii  composent  lo,,  ceux 
(jui  composent  <0o,...,  i'inlervallc  (<(,  h)  de  la  suite  serait  ])i'i- 
viléf^ié  au  sens  du  lemme  précétlenl.  Donc  il  y  aurait  un  point 
commun  à  une  infinité  d'intervalles  o  ;  en  ce  point,  il  y  aurait 
une  infinité  de  -i,,  surpassant  s  :  2  et  s„  n'aurait  pas  poui'  limite 
zéro.  Donc  w„  tend  vers  zéro. 

Ceci  établi,  soit  ;j.  la  horne  de  tous  les  »„  ;  comme  'j,,  ne  sur- 
passe E  que  sur  une  longueur  -^  io„,  on  a,  par  le  théorème  de 
la  moyenne, 

\    '^„f/x<,aw„  +  £(/j  — o). 

Quand  n  tend  vers  l'infini,  cette  intégrale  tombe  au-dessous 
do  e  (1)  —  a)  (jui  est  aussi  petit  (ju'on  veut  ;  elle  a  donc  pour 
limite  zéro. 

Corollaire.  —  Le  thcorcnw  précédent  subsiste  si  lu  fonc- 
tion limite  /'(.v),  nu  lien  iVètre  [xirtont  continue,  admet  un 
nombre  limité  de  points  de  discontinuité  entre  a  et  h. 

On  peut  admettre  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  point  île  disconti- 
nuité /j.  Alors  le  théorème  est  établi  pour  l'intervalle  (a,  h  —  s) 
quelque  petit  (jm-  soit  s.  Mais  /'  et  /'„  sont  bornés  dans  tout 
(((,  />),  donc  les  intégrales  de  /'et  de  /"„  sont  infiniment  petites 
avec  i  dans  l'intervalle  (h  —  s,  h)  et,  par  conséquent,  le  théo- 
rème subsiste,  à  la  limite,  dans  l'inlervalle  {a,  h)  tout  entier. 
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CHAPITRE   II 


Intégration  des  différentielles  exactes 
Intégrales  curvilignes 


§  1.  Intégration  des  différentielles  totales  exactes 

29.  Différentielles  totales  à  deux  variables  indépendantes. 
—  Soient  .v  et  y  deux  variables  iiulépendautes,  P(a:,  y)  et 
Q(x,  y)  deux  fonctions,  continues  et  univoques  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  P^,  et  Q.v-.  On  dit  que  l'expression  Pdx  +  Qdy 
est  une  différentielle  exacte  s'il  existe  une  fonction  n  des 
deux  variables  x  et  y  dont  cette  expression  soit  la  diiîéren- 
tielle  totale,  en  sorte  que  l'on  ait 

(l)  du  -  Vdx  +  (idy. 

En  général,  l'expression  \^dx-\-Qdy  n'est  pas  une  différen- 
tielle exacte.  En  effet,  la  relation  (1)  revient,  par  définition, 
aux  deux  suivantes  : 


Ix 

d'où  l'on  tire 

3P        3'u 

3Q        3^u 

ly  ~  î.v  ly 

Sx      3y  Sx 

Les  seconds  membres  étant  égaux  (puisqu'on  les  suppose 
continus),  on  voit  que  Vdx  -t-  Q(/^>'  ne  peut  être  une  différen- 
tielle exacte  que  si  l'on  a  identiquement,  c'est-à-dire  x  et  y 
restant  arbitraires  et  indépendants, 

(2)  ^=^. 

^  '  Dy       Ix 

Cette  condition  est  nécessaire  pour  que  Pdx  +  Qdy  soit  une 
différentielle  exacte.  J'ajoute  qu'elle  est  aussi  suffisante  et, 
pour  le  prouver,  je  vais  montrer  que,  si  elle  a  lieu,  l'inté- 
grale u  de  récpiation  (1)  s'obtient  par  deux  quadratures. 
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L;i  fonction  inconnue  ii  est  d';>l)oi(l  assujettie  à  la  condition 

^  =  .'(..,-». 

Soit  (i  une  i:onslantc  clioisie  à  volonté,  l'intégrale  délinie 

^■'i'(.v,j)r/A-, 

effectuée  en  considérant  j  comme  une  constante,  est  une 
solution  particulière  de  celte  équation.  La  solution  générale 
s'obtient  en  lui  ajoutant  une  constante»  arbitraire  par  rapport 
à  X,  c'est-à-dire  une  fonction  arbitraire  'f(y).  Nous  poserons 
donc 


(3)  11=       V{x,y)dx  +  ■^{y). 

J  a 

Il   reste  à  déterminer,   si   c'est  possible,    la  fonction  -z.  de 
manière  à  vérilier  la  seconde  condition 

^; --«--.■ 

c'est-à-dire,  à  cause  de  (3)  et  par  règle  de  Leibniz, 


^d.v  +  '/(.r)  =  Q(.v,j). 


Mais  on  a,  en  vertu  de  l'identité  (2)  sujjposée  vérifiée. 


\ 


—  f/.v  =       -^  (Lv  =  g  (.V,  y)  —  g  (a,  y). 


ce  qui  réduit  la  relation  précédente  à 

■f'{y}  =  Q((i,y),        d'où         'f(y)=\()((hy)<ly- 

Enfin,  en  substituant  cette  valeur  de  'f  dans  (3),  et  en  met- 
tant en  évidence  la  constante  C  comprise  dans  l'intégrale 
indéfinie,  on  trouve 

(4)  Il  =  r^'(v,  V)  il.x  t    [  O  (,i,y)  ily  +  C. 


On  voit  donc  (jue,  si  la  condition  (2)  a  lieu,  l'équation  (1) 
admet  une  intinité  d'intégrales  ne  dilToranl  l'une  de  l'autre 
que  par  la  valeur  de  la  constante  d'intégration  C. 


INTÉGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  EXACTES  43 

La  constante  a  ponvant  être  prise  à  volonté,  on  la  choisira, 
dans  eluuiue  cas  parlicnlier,  de  manière  à  simplifier  autant  que 
possible  les  intégrations. 

Il  est  clair  qu'on  aurait  pu  procéder  dans  l'ordre  inverse  et 
commencer  l'intégration  par  rapport  à  y.  Alors,  h  désignant 
une  constante  choisie  à  volonté,  on  aurait  obtenu 

(5)  Il  =  (■'  U (X, y)  ,ly  }    { \>(x,  h)  dx  +  C. 

Exemple.  —  L'expression 

(3  x""  +  2y)dx  +  2(x  +  y)dy 
est  une  dilférenttelle  exacte,  car  on  a 

7iy      'ix 

Calculons  son  intégrale  eu  faisant  a  =  0  dans  la  formule  (4), 
il  vient 

u  =  i'' i^x-  +  2y)  dx  +  [  2y  dy  =  x^  +  2xy  +  y''  +  G. 

30.  Remarque.  —  Les  formules  (4)  et  (5)  supposent  les 
fonctions  P  et  Q  continues  et  univoques  ainsi  que  leurs  déri- 
vées premières  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y  qui 
interviennent  dans  les  formules.  Si  ces  conditions  sont  réali- 
sées dans  tout  le  plan,  il  n'y  a  aucune  difficulté.  Plus  généra- 
ment,  si  elles  sont  réalisées  dans  le  rectangle  R  compris  entre 
les  abscisses  a^  et  a^,  les  ordonnées  7j,  et  b^,  la  formule  (4)  est 
applicable  dans  ce  rectangle  à  condition  de  choisir  a  entre 
«I  et  a.;,  et  la  formule  (5)  à  condition  de  choisir  h  entre  7j,  et  b^. 
En  elïet,  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y  à  consi- 
dérer dans  ces  formules,  restent  alors  compris  dans  le  rec- 
tangle R. 

Ces  formules  mettent  en  évidence  que,  pour  chaque  valeur 
df  la  constante  arbitraire  C,  l'intégrale  u  est  une  fonction  con- 
tinue et  unl^'oque  de  x  et  de  y  dans  le  rectangle  R  où  ces 
conditions  sont  réalisées. 
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31.  Cas  de  trois  variables  indépendantes.  —  I.a  nuUhodc 
prôcôdeiite  s'élend  à  un  nonibro  quelconque  de  variables  indé- 
pendanhîs,  mais  il  suffira  do  développer  les  calculs  |)our  Irois 
vai'iablcs.  Soient  P,  (J,  lî  trois  fonctions  de  x,  y,  z-,  conti- 
nues ainsi  t[Uf  leuis  dérivées  premières.  On  dit  ([  le  r<'xpres- 
sion 

(6)  Pdx  +  Qdy  +  Rdz 

est  une  différenlielU'  exacte,  s'il  existe  une  fond  ion  \i  des 
trois  variables  .v,  y,  s  dont  elle  soit  la  différentielle  lolalc  II 
faut  pour  cela  que  n  satisfasse  aux  trois  équations  : 

ox  iy  liz 

Gomme  les  dérivées  secondes  (supposées  continues)  sont 
indépendantes  de  l'orilre  dans  lequel  on  elîectue  les  déri- 
vations, on  obtient  trois  conditions  nécessaires  pour  que 
l'expression  proposée  soit  une  différentielle  exacte,  à  savoir  : 


(7) 


Ces  conditions  sont  aussi  sulpsantes,  car  nous  allons  mon- 
trer que  si  elles  ont  lieu,  l'intégrale  u  de  l'expression  (6)  s'ob- 
tiendra par  des  quadratures. 

En  effet,  cette  intégrale  a  d'abord  V  comme  dérivée  par 
rapport  à  x,  donc  elle  est  comprise  dans  la  formule  géné- 
rale 


3P      3Q 

7>Q        JR 

DR      ÎP 

Tiy       3x  ' 

2z         Dy  ' 

2x       2iz 

(8) 


u  =  \    V{x,y,z)  dx  +  •;(y,  z), 

J  n 


OÙ  a  est  une  constante  choisie  à   volonté,  et  ;;  une   fonction 
arbitraire  de  y  et  s. 

Pour  que  a  ait  l'expression  (G)  i)i)iir  dllférentielle  lotale,  il 
faut  encore  (jne  l'on  ait 

(9)  ^J:cly  +  '^^dz  =  Qdy  +  Rdz. 

ôy  dz 
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Mais  on  a,  par  la  règle  de  Leibniz  et  en  observant  que  P^, 
étant  identique  à  Qv,  s'intègre  immédiatement, 

De  même, 

^  =  R(.v,y,r.)-l{(a,y,3)  +  ^. 
Par  ces  relations,  l'équation  (9)  se  réduit  à 

^  dy  +  ^  ds  =  rftp  =  Q (a,  y,  3) dy  +  R{a,y,  z)  clz. 

dy  dz 

Donc  la  détermination  de  -i  dépend  de  l'intégration  d'une 
expression  différentielle  à  deux  variables.  La  condition  d'in- 
tégrabilité  est  vérifiée  en  vertu  des  équations  (7).  Donc  o  se 
détermine  par  la  méthode  établie  précédemment  (n°  29).  En 
désignant  par  b  une  nouvelle  constante  choisie  à  volonté,  et 
en  remplaçant  dans  (8)  o  par  sa  valeur,  on  voit  que  l'expres- 
sion (6)  admet  une  infinité  d'intégrales,  comprises  dans  la 
formule  générale,  comportant  une  constante  arbitraire, 

Il  =  J^P(-^",y.  =)  dx  +  J'|'Q(a,y,  z)  dy  +  Jr(«,  b,  z)  dz. 

Les  conditions  de  continuité  supposées  dans  la  démonstra- 
tion précédente  appellent  évidemment  une  remarque  analogue 
à  celle  du  n°  30. 


§  2.  Fonctions  à  variation  bornée 
Courbes  rectifiables 

32.  Définition  des  fonctions  à  variation  bornée.  —  Soit 
y  =  f{x)  une  fonction  de  .v,  univoque  et  bornée  dans  un  inter- 
valle Uni  (a,  b).  Donnons  à  x  une  suite  de  valeurs  croissantes 
-Vi  =  a,  x^,  X3,...  .v„,  .v„^i  =  b  ;  soient  y^,  y„,...  y„_|-,  les  valeurs 
correspondantes  de  y.  Faisons  la  somme  des  différences  suc- 
cessives de  y  ;  nous  aurons 

(1)  -(yfc+1  — yfc)  =  y,,+i  — yi=p  — n, 
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p  désignant  la  somme  dos  dilTcrenccs  positives  et  —  n  relie 
des  diirérences  néfifatives.  Désif^noiis  cncoi'e  par  t  la  somme 
des  dilTérciices  absolues 

(2)  f  =  f|y,-+, -r,-l=p+n. 

1 

Les  valeurs  extrêmes  a  et  h  restant  fixes,  les  trois  sommes 
p,  n,  t  dépendent  du  nombr<'  el  de  la  iiosiiion  des  \aleiirs 
intermédiaires.  Faisons  varier  ces  deux  éléments  de  toutes  les 
manières  possibles  ;  si  l'une  des  trois  sommes  est  bornée,  les 
deux  autres  le  seront  aussi,  en  vertu  des  équations  (1)  et  (2). 
Quand  il  en  sera  ainsi,  nous  dirons  cpie  f{x)  est  une  fonction 
à  variation  bornée  dajis  l'inlcrvallc  (a,  /))  (C.  .Iordan). 

Dans  cette  hypotlièse,  on  j)eut  choisir  succesivemenl  les 
points  intermédiaires  de  manière  tiuep  s'approche  indétiniment 
de  sa  borne  supérieure  P.  Les  équations  (1)  et  (2)  montrent  que 
n  et  t  tendront,  en  même  temps,  vers  leurs  bornes  supérieures 
N  et  T,  ces  équations  elles-mêmes  deviendront,  <à  la  limite, 

f{h)  -  fia)  =  y„+,  _  y,  =  P  —  N,         T  -  P  +  N. 

Cette  dernière  quantiné  T  s'appelle  la  i.'ariation  totale  de 
f(x)  dans  l'intervalle  (a,  ]>).  Les  deux  ([uantitc's  P  et  —  N  sont 
respectivement  les  variations  positive  et  négative  de  f{x)  dans 
le  même  intervalle. 

Théorème.  —  Si  f(x)  est  à  variation  hornée  clans  l'inter- 
valle (a,  h)  et  que  Von  divise  eet  intervalle  en  deux  autres 
par  an  point  intermédiaire  c,  la  variation  totale  T  de  f(x) 
dans  (a,  h)  est  la  somme  des  variations  totales,  T,  et  T^,  de 
f(x)  dans  (a,  c)  et  dans  (c,  h). 

On  peut,  par  définition,  former  une  somme  /  relative  à 
l'intervalle  {a,  h)  et  infiniment  voisine  de  T  ;  et  l'on  peut  suj)- 
poser  que  c  soit  pris  comme  point  de  snbdivsion.  En  ellet, 
si  c  tombait  entre  deux  points  de  subdivision  .Vj  et  .v,^,,  on 
ajouterait  le  point  de  subdivision  c  et  la  somme  t  augmente- 
rait, car  le  terme  |  yj+,  — ■  yi  \  serait  remplacé  i)ar  une  somme 
au  moins  égale 

\yii^-f(c)\+\fic)-yi\. 
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Or,  quand  c  est  un  point  de  subdivision,  t  résulte  de  l'addi- 
tion des  deux  sommes  partielles  analogues,  (,  et  t„,  relatives 
aux  deux  intervalles  (a,  c)  et  (c,  b).  On  a  (,  +  t.^  =  l,  donc 
T,  +  Tj  >  <  et,  cà  la  limite,  T,  +  Tj>  T. 

Réciproquement,  toute  somme  f,  +  ^2  ^st  une  somme  /,  donc 
-^  T.  Ainsi  <,  et  t^  sont  bornés  et  f{x)  est  k  variation  bornée 
dans  (a,  c)  et  dans  {c,  h).  Alors  on  peut  faire  tendre  f,  et  t^ 
vers  leurs  bornes  T,  et  T^,  et  i  vient,  à  la  limite,  T,  +  Tj<^T. 
De  la  comparaison  des  deux  résult.ils,  on  conclut  T,  +  T,  =  T. 

Le  théorème  précédent  prouve  que,  si  une  fonction  f{x) 
est  à  variation  bornée  dans  un  intervalle  (a,  h),  elle  est  aussi 
à  variation  bornée  dans  toute  partie  de  cet  intervalle.  Il  s'en- 
suit que  la  variation  totale  t  de  /"dans  l'intervalle  variable 
(a,  x)  est  une  fonction  non  décroissante  de  x.  Le  même  rai- 
sonnement prouve  que  les  fonctions  P  et  N  relatives  à  l'inter- 
valle variable  (a,  x)  sont  aussi  des  fonctions  non  décroissantes 
de  X. 

33.  Propriétés  des  fonctions  à  variation  bornée.  —  1.  Une 
fonction  à  %Hirintion  bornée,  y  =  f(x),  est  la  différence  de 
deux  fonctions  bornées,  positives  et  non  décroissantes  dans 
l'intervalle  (a,  b).  Réciproifnemenl,  la  différence  de  deux 
fonctions  bornées  et  non  décroissantes  est  une  fonction  à 
variation  bornée. 

Soit  Ji  la  valeur  de  y  au  point  a  ;  on  a,  les  variations  P  et 
—  N  se  rapportant  à  l'intervalle  (a,  x), 

r  =  (r,  +  P)  -  N. 

Donc  y  est  la  difl'érence  de  denx  fonctions  de  x  bornées  et 
non  décroissantes.  On  peut  faire  en  sorte  que  ces  deux  fonc- 
tions soient  positives  et  même  essentiellement  croissantes  ; 
il  suffît,  en  ell'et,  d'ajouter  aux  deux  termes  de  cette  différence 
une  même  quantité  croissante  et  suffisamment  grande,  par 
exemple,  la  quantité 

Iril  +{x  —  a). 

Réciproquement,  si  z  et  u  sont  deux  fonctions  de  x  bornées 
et  non  décroissantes,  la  fonction  z  —  n  est  à  variation  bornée. 
En  effet,  la  différence  des  valeurs  de  s  —  u  pour  deux  valeurs 
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XfcetxA;,(.,  de  x  est  au  plus  éj^alc  à  la  somme  des  accroisse- 
ments de  :;  et  de  a  dans  cet  inlcrvallc  Donc  la  somme  de 
toutes  ces  dilîérences  entre  deux  valeurs  extrêmes  de  .v  ne 
peut  snr])ass(M-  la  somme  des  accroissements  de  c-  et  de  ii  entre 
les  mêmes  valeurs,  et  r-  —  /;  es!  à  variallon  bornée. 

II.  La  nnniiiic,  l<i  (Ujfvronvo  cl  le  pvoduH  de  deux  f'onctinns 
à  varialiiin  humée  sont  des  lonetioiis  de  inèiiie  nalure.  L'in- 
Cfr.sp  /  :y  d'une  fonelinu  à  \'(triiili()U  bornée  sera  (lussi  de 
même  nalure,  pnin^'u  ijue  y\  resie  sufiérieur  à  un  nnnihi-e 
positif  lixe. 

La  première  partie  du  théorème  se  démoidre  immédiate- 
ment en  considérant  les  deux  fonctions  y  et  y'  comme  les  dif- 
férences :;  —  a  (>t  ;■'  —  //'  de  deux  fonctions  positives  non 
décroissantes.  On  a,  en  elTet, 

y  +  y'  =  {z  +  z')  -  (u  +  n'),         y  -y'  =  {z  +  a')  -  (»  +  ;'), 
yy'  =  {zz'  +  un')  —  (zu'  +  uz'). 

La  dernière  partie  du  théorème  se  vérilie  facilement  aussi, 
en  observant  (pie,  si  |  y  \  est  >  a,  la  somme  : 

=  1 


t=S 


1 1 

.n-+i     r^- 


Yk+i—yk 


XkXk+l 


reste  toujours  inférieure  à  un  nombre  lixe. 

III.  Si  la  fonction  f{x)  à  \'ariation  bornée  est.  de  jilus,  con- 
tinue en  uti  jxdnt  (ou  dans  un  iulcri.utlle),  ses  trois  \'ariali(ms 
T(x),  P(.v),  N(.v)  dans  l'interi^'alle  (a,  x),  sont  des  fonctions 
de  X  continues  en  ce  point  (ou  dans  cet  inter^uillc). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  cjiie  f(x)  soit  couliiiiu'  à 
droite  du  point  ]>.  Si  P(.v)  ou  N(.v)  est  discontiue  à  dioile  du 
même  point,  l'oscillation  lo,  à  droite  du  point  b,  de  ces  deux 
fonctions  croissantes  sera  la  même,  puisque  la  dilîérence  des 
deux  fonctions  est  continue.  Définissons  deux  fcnictions  P,(-v) 
et  Ni(x)  comme  étant  respectivement  égales  à  P  et  à  N  pour 
x -^ /)  (!t  à  P — (0,  >.'  —  '0  pour  X  >  h.  V.Gs  deux  nouvelles 
fonctions  seroid  encore  non  décroissaides,  nidles  jjour  x  =  a 
et  telles  que  l'on  ait 

f(x)  -  f(a)  =  P.(x)  -  x\,(.v). 


1 
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Mais  les  variations  totales  de  P,  et  Nj  dans  {(t,  x)  sont  égales 
aux  fonctions  elles-mêmes  P,  et  N,;  d'autre  part,  la  variation 
totale  d'une  diUéreneeiie  pcutévidemment  surpasser  lasomme 
des  variations  totales  de  chaque  terme  ;  il  vient  donc,  pour 
X  >  h, 

T(.v)  ^  P,(.v)  +  N,(x)  =  P(.v)  +  N(.v)  -  2u>. 

Or,  T  =  P  +  N,  donc  m  =  0.  Alors,  P,  N  et,  par  suite,  T  sont 
continues  à  droite  du  point  h. 

Ili'ésultcde  ce  théorème  (pie  toute  fonction  continm'  à  varia- 
tion hornce  est  la  dijférencc  de  deux  fonctions  continues  non 
décroissantes.  Elle  est  donc  aussi  la  différence  de  deux  fonc- 
tions continues  essentiellement  croissantes. 

TV.  Les  fonctions  à  variation  bornée  sont  susceptibles 
d'intégration.  Toute  la  théorie  de  l'intégrale  définie  qui  a  été 
exposée  dans  le  premier  volume  leur  est  applicable,  et,  en 
particulier,  la  délinition.  Si  f{x)  est  à  variation  bornée  dans 
un  intervalle  (o,  b)  et  que  l'on  divise  cet  intervalle  en  parties 
consécutives  d'amplitudes  o;,  où  la  fonction  admet  les  bornes 
nij  et  Mj  (i  =  1,  2...  n),  l'intégrale  de  f(.\)  dx  dans  (o,  b)  est 
intermédiaire  entre  les  deux  sommes  SmjSj,  SMiOi  étendues  à 
tous  les  intervalles  oj,  et  est  leur  limite  commune  quand  ces 
intervalles  tendent  vers  0. 

En  elïet,  si  l'on  se  reporte  aux  raisonnements  du  premier 
volume,  on  voit  que  le  seul  appel  qui  y  soit  fait  à  la  conti- 
nuité supposée  de  la  fonction  f{x)  sert  à  prouver  que  la  dille- 
rence  -(M;  —  m,)  S;  des  deux  sommes  a  pour  limite  zéro.  Ce 
résultat  découle  aussi  bien  de  l'hypothèse  que  f{.\)  soit  à 
variation  bornée. 

Soit,  en  effet,  T(x)  sa  variation  totale  dans  l'intervalle  (a,  x)  ; 
l'oscillation  Mj  —  hî;  dans  3^  ne  surpasse  pas  la  variation 
totale  T(.v,4.,)  —  T(.V()  dans  le  même  intervalle,  donc,  si  toutes 
les  amplitudes  o;  sont  <^  S,  on  a 


S(Mi  — maoi<oi: 


T(Xi+,)  — T(.v,) 


T(L)  -  T(a) 


et  cette  quantité  est  aussi  iietite  que  l'on  veut  avec  o. 
Vol  II. 
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34.  Courbes  rectifiables.  —  Considérons  une  courhe  i)lnne 
(U'Iiiiie  i)ai'  les  deux  é([ii;iUoiis  : 

■V  =  -f(0,       y  =  •{>(0, 

où  a  ot  '!/  soiil  (les  fonctions  continues  de  t,  ne  s(^  rc'duisanl 
pas  simultanéiucnl  à  des  constantes. 

Donnons  à  t  une  suite  de  valeurs  t,,  t„,...  i,„  ^,+,  =  T.  Soient, 
en  général,  .x,,  j,  les  valeurs  de  x,  y  pour  t  =  /,.  Le  périmètre  p 
du  poly^^onc  inscrit  ayant  ces  points  pour  sommets,  sera 


Faisons  tondre  vers  zéro  les  amplitudes  de  tous  les  inter- 
valles (<;+!  —  ti).  Si  le  péi'imètre  du  polygone  ainsi  construit 
teiul  vers  une  limite  déterminée  et  unique,  c[uel  que  soit  le 
mode  de  subdivision  de  l'intervalle  {t^,  T)  en  parties  infini- 
ment petites,  l'arc  correspondant  de  la  courbe  est  rectifiahlc 
et  la  longueur  de  l'arc  est  égale  à  cette  limite. 

Pour  (pie  cette  limite  existe,  il  faut  d'abord  (pie  le  périmètre 
considéré  ne  croisse  pas  indéfiniment.  Or  le  côté  /,  <,+  i  est  au 
moins  égal  à  |.v,+, — .v,  |  et  à  |  yt+i—yt  \,  mais  ne  peut  surpas- 
ser la  somme  de  ces  quantités.  Pour  que  le  périmètre  reste 
iini,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  sommes 

n  H 

S  I  .Vi+ ,  —  Xi  I  et         ï  I  yi+ ,  —  yt  \ 

soient  bornées  et,  par  suite,  que  ■Ç'{t)  cl  'l>{t)  soient  des  fonctions 
à  variation  bornée  dans  l'intervalle  (<,,  T). 

Cette  condition  nécessaire  pour  que  l'arc  soit  rectifîable  est 
aussi  sullisante.  En  effet,  supposons-la  vériliée  et  désignons 
par  S  la  borne  supérieure  des  périmètres  de  tous  les  poly- 
gones possibles.  Nous  allons  montrer  cpie  le  périmètre  du 
])olygone  t,  t^...  in+i  tend  vers  S  quand  l'amplitude  de  tous  les 
intervalles  tend  vers  zéro. 

Pour  établir  ce  théorème,  on  observe  (pu^  le  périmètre  p 
reste  stationnaire  ou  augmente  (puind  on  intercale  un  nouveau 
sommet  entre  1^  et  <fc+i>  mais  que  cette  augmentation,  ne  pou- 
vant surpasser  la  somme  des  deux  nouveaux  c()tés,  est  inlé- 
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rieurc  au  douljU-  de  la  somme  des  oscillations  de  x  et  de  y  dans 
l'intervalle  (h,  <fc+i). 

Ceci  posé,  commençons  par  inscrire  un  polygone  auxi- 
liaire -'  doni  le  périmètre  p'  soit  >  S  —  s,  ce  qui  est  possible 
par  dclinitioii  de  S,  et  soit  v  le  nombre  des  sommets.  Soit  t  le 
polygone  inscrit  de  périmètre  p,  dont  les  sommets  soient  de 
paramètres  t,,  <„,...  snlTisamment  voisins  pour  que  la  somme 
des  oscillations  de  »  et  '\i  soit  <^  e  :  2v  dans  chaque  intervalle 
tk  tk+i-  Nous  allons  montrer  que  la  dilTérence  S  — p  est  aussi 
petite  que  l'on  veut  avec  s.  A  cet  elîet,  formons  un  troisième 
polygone  rJ'  de  périmètre  p",  ayant  tous  les  sommets  de  -  et 
de  iï'.  Comme  -"  se  construit  par  l'addition  de  v  nouveaux 
sommets  à  -,  et  que  l'accroissement  du  périmètre  est  au  plus 
de  £  :  V  par  nouveau  sommet,  on  a  p"  <^p  +  z.  D'autre  part, 
-"  provient  aussi  de  l'addition  de  nouveaux  sommets  à  rJ  de 
sorte  que  p">  i>'  >  ^  —  ^-  O"  a,  en  délinitive, 


p  +  £>//'>S  — £.         d'où         p>S 


2e. 


Donc  /)  qui  est  <^  S,  en  diffère  aussi  peu  qu'on  voudra  à  condi- 
tion de  rendre  £  (donc  les  intervalles  t^  <fc+i) suffisamment  petits. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  siiIJisanie  pour  qu'une  courbe 
continue  décrite  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  des 
fonctions  de  t,  soit  rectifiahle,  est  que  ces  fonctions  soient  à 
%'ariation  bornée  (C.  Jordan). 

L'arc  d'une  courbe  rectiflable  possède  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1"  Si  l'on  partage  un  arc  en  plusieurs  parties,  la  longueur 
totale  est  égale  à  la  somme  des  longueurs  de  chaque  partie. 

On  s'en  assure  par  la  considération  des  polygones  inscrits 
danscliaque  partie  et  dont  l'ensemljle  est  inscrit  dans  l'arc  total. 

2"  La  longueur  s  d'un  arc,  comptée  d'un  point  fixe  <,  à  un 
point  mobile  t,  est  une  fonction  continue  et  croissante  de  t. 

L'arc  varie  en  croissant  à  cause  de  la  propriété  précédente 
et  sa  continuité  résulte  de  celle  de  la  variation  totale  d'une 
fonction  continue.  En  efTet,  le  raisonnement  fait  au  début 
montre  que  la  longueur  de  l'arc  dans  l'intervalle  (t,  t  +  A<) 
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est  infcriciire  à  la  somme  des  varialioiis  totales  de  x  et  y  dans 
le  même  intervalle,  donc  elle  est  anssi  petite  qu'on  veut  avec  Af. 

;3*  Réciproquement,  t  est  une  fonction  continue  et  erois- 
ftante  de  s.  Les  cooi-données  x  et  y,  qui  sont  fonctions  conti- 
nues de  t,  peu'.'ent  donc  toujours  cire  considérées  comme 
fonctions  continues  de  s. 

Ces  définitions  et  ces  propriétés  s'élendeut  d'elles-mêmes 
aux  courbes  de  l'espace. 

§  3.  Intégrales  curvilignes  qui  ne  dépendent 
que  de  leurs  limites 

35.  Intégrales  curvilignes.  —  Soient  P  et  Q  deux  fonctions 
continues  et  univoiiues  de  x  et  y  dans  une  aire  D  à  contour 
simple.  L'inlégrale  curvilip^ne, 


^^Pdx  +  Qdy, 


efl'ectuée  sur  une  ligne  tracée  dans  l'aire  D,  a  été  définie  dans 
le  premier  volume  moyennant  certaines  restrictions  impo- 
sées à  cette  ligne.  Nous  allons  faire  disparaître  ces  restrictions 
et  étendre  la  définition  de  l'intégrale  à  toute  courbe  rectiliable. 
Considérons  une  représentation  paramétrique  de  la  ligne  L. 
Soient  œ(i)  et  '\i{t)  deux  fonctions  continues  de  t  ne  se  réduisant 
pas  simultanément  à  des  constantes,  et  supposons  que  le  point 

décrive  la  ligne  L  (juand  /  varie  de  <,  à  T.  Cette  ligne  est  sup- 
posée rectiliable.  Soient  S  sa  longueur  totale,  s  sa  longueur 
variable  entre  les  points  /;  et  t.  Pour  définir  l'intégrale  curvi- 
ligne, divisons  l'arc  L  en  segments  consécutifs  par  les  points 
tj,  t^,...tk,...  tn,  f„+,=T.  Désignons  par  Xk,  rfc,l\,...  les  valeurs 
des  fonctions  x,  y,  P(x,  y),...  au  iioint  tk-  Faisons  tendre  tous 
les  segments,  c'esl-à-dire  tous  les  intervalles  tk  tk+\,  vers  zéro  ; 
les  intégrales  curvilignes  sur  L  sont  définies  par  les  limites  de 
sommes  : 

liin  ï  P,.  {Xk+y  —  Xk)  =  \    P  dx, 
1  Jl 


lim^Q,.(rfc+,  —  n)=  (   Q 

1  .'l 


dy 
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Mais  il  faut  prouver  l'existouce  de  ces  limites,  et  c'est  ce 
que  nous  allons  faire  eu  les  ramenant  à  des  intégrales  définies 
ordinaires.  Il  suflit  de  faire  le  raisonnement  pour  la  première 
somme. 

La  courbe  étant  ivctitiable,  on  peut  mettre  -v  sous  la  forme, 
u  —  t',  de  deux  fonctions  de  t  continues  et  essentiellement 
croissantes.  On  posera,  par  exemple, 

Il  =  2s,         t'  =  2s  —  X, 

auquel  cas  u  et  t'  croissent  plus  rapidement  que  s.  Il  vient 
ainsi,  u^et  l'^-se  rapportant  au  point  t^, 

^  Pk{Xk+i  —  Xk)  =  '■k  l\(iik+i  —  iik)  —  S  P^-(e,-+i  -  Vk). 
1  1  1 

Mais  u  et  t'  sont  fonctions  continues  et  croissantes  de  t  ; 
alors,  réciiiroquement,  t  est  fonction  continue  et  croissante 
de  II  ou  de  v  à  volonté.  Il  s'ensuit  que  x,  y  et,  par  conséquent, 
P  sont  aussi  fonctions  continues  soit  de  u  dans  l'intervalle 
(Ui,  U)  soit  de  i'  dans  l'intervalle  (c,,  V). 

Considérons  le  second  membre  de  la  dernière  équation  ; 
lîrenons  u  comme  varialjle  indépendante  dans  le  premier 
terme,  et  v  dans  le  second  ;  il  vient,  par  la  définition  môme 
de  l'intégrale  définie, 

limï:  Pfc(x,.+i  —  X,.)  =  r  P  du  —  ["Pdv. 

1  J»!  Juj 

C'est  le  résultat  annoncé. 

En  particulier,  si  x  et  y  sont  des  fonctions  île  t,  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières  dans  l'intervalle  (<,,  T), 
s.  Il  et  t'  jouissent  de  la  môme  propriété.  On  peut  prendre  t 
comme  variable  d'intégration  et  l'on  a 

[    Pdx  =  [    P  (a'  —  v')  dt  =  [    Px'  dl  ; 
de  même, 
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36.  Lemme.  —  La  liiiuc  d'inlcgralion  L  claiil  Inicée  dans 
l'aire  D,  on  peut  hii  insei'ire  un  polygone  -  teUjue  l'intégrale 
sur  L  (lilJere  aussi  peu  ([ue  Von  >.'eut  de  rintégrale  sur  -.  Il 
su/JH  pour  cela  que  les  côlés  du  polygone  soient  snpisainment 
petits. 

11  suffit  évidemmeni  de  <l(''inontrer  le  théorème  pour  chacune 
(les  iuléjj^rales  de  Pdx  el  tie  Qdy.  Considérons  seulement  la 
première,  la  démonstration  se  faisant  de  la  môme  manière 
pour  l'autre. 

Soient  S  la  lonRuenr  de  la  lig-ne  d'intégration,  /n,  et  M  ses 
extrémités.  Inscrivons  un  polygone  ayant  pour  sommets  les 
points  m,,  m^,...  m„  et  M.  Soient  x,  et  P,  les  valeurs  de  .v  et  de 
P  an  point  mi;  c,  le  côté  mimi^^  et  aussi  la  longueur  de  ce 
côté.  Soit  £  un  nombre  positif  arbitraire;  on  peut  prendre  tous 
les  côtés  Ci  assez  petits  pour  que  l'oscillation  de  la  fonction 
continue  P  soit  <^  s  sur  chaque  côté  et  pour  que  la  dilTérence 

entre  i](.v,+  ,  —  a^,)  P,  et  sa    limite  \    P  J.v  soit  aussi  <^  e.  Ceci 

;  J I, 

fait,  on  a 

P(/.v  =  ïf     Vdx, 


ce  (|iii  iKHit  s'écrire 

\     P(/.V  =  S(X,+  ,— .v,)I\-i    ï(     (P—  P,)(/.V. 

J  TU  I  i     J  '■/ 

Cette  relation  prouve  le  théorème,  car,  si  l'on  porte  son 
attention  sur  le  second  membre,  la  première  somme  diffère  de 

moins  de  £  de  \     P  dx,  tandis  (pie  la  seconde,  qui  est  moindre 

en  valeur  absolue  que  £-f/  et  a  fortiori  ipie  £S,  est  aussi  petite 
que  l'on  veut  avec  £. 

37.  Intégrales  curvilignes  qui  ne  dépendent  que  de  leurs 
limites.  —  En  général,  l'intégrale  curviligne  effectuée  sur  une 
ligne  L,  tracée  dans  le  plan  xy  et  allajit  du  point  (x^,  y,)  au 
[toiiil  (X,  Y),  dépend  non  seulement  de  ces  deux  points,  mais 
aussi  du  tracé  de  la  ligne.  Si  rinl(''grak'  ne  dépend  que  des 
extrémités  de  la  ligne  d'intégration  et  du  sons  du  parcours, 
il  (>sl  naliiicl  (le  faire  appaïaîlrc  vi'Wo  propriété  par  une  nota- 
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lion  aiialog'iie  à  colle  des  intégrales  ordinaires  :  l'intégrale 
elîectuée  de  (.v,,  y^)  à  (X,  Y)  snr  une  liyne  arbitraire  se  désigne 
alors  par 

Pdx  +  Qdy 


et  l'on  dit  que  Viiitégralc  cari.'ilignc  ne  dépend  que  de  ses 
limites. 

Les  intégrales  qui  ne  dépendent  que  de  leurs  limites  ne  sont 
autres  que  celles  des  différentielles  totales  exactes,  ainsi  qu'il 
résulte  des  propositions  suivantes  : 

TiiÉoHKME.  —  Si  P  dx  +  Q  dy  est  la  dij)'érentielle  totale 
d'une  fonction  F(x,  y)  supposée  uni^'oque  dans  l'aire  D,  l'in- 
tégrale de  Pdx  +  Qdy  ne  dépend  que  de  ses  limites  sur  toute 
ligne  de  l'aire  D  et  elle  est  égale  à  l'accroissement  de  F  entre 
les  extrémités  de  la  ligne  d'intégration. 

L'intégrale  sur  une  ligne  quelconque  étant  la  limite  de  celle 
sur  une  ligne  polygonale  en  vertu  du  lemme  précédent,  il 
suffit  de  prouver  le  théorème  pour  toute  ligne  polygonale. 

Or,  sur  une  ligne  polygonale  t:,  on  peut  considérer  x  et  y 
comme  des  fonctions  continues  d'une  variable  t  qui  varie  de 
t,  à  T,  ces  fonctions  admettant  des  dérivées  continues,  sauf 
aux  sommets  du  polygone  où  elles  restent  toujours  bornées. 
On  peut  alors  prendre  t  comme  variable  d'intégration  et  il 
vient 

Par  conséquent,  x,,  y^  et  X,  Y  étant  les  coordonnées  des 
extrémités,  il  vient 

\    Pdx  +  g  dy  =  F(X,  Y)  -  F(x„  y,), 

ce  qui  prouve  le  théorème. 

Théorème.  —  Quand  elle  ne  dépend  que  de  ses  lijnites  dans 
l'aire  1),  l'intégrale  de  Pdx  +  Qdy,  effectuée  entre  un  point 
fixe  Xi,  y,  et  un  point  K'ariahle  x,  y,  est  une  fonction  uni\'oque 
de  X,  y,  ayant  pour  différentielle  totale  Pdx  +  Qdy,  ou  pour 
déris'ées  partielles  P  et  Q. 
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Désignons  par.v,,  r,  le  poinl  lixc,  piii-  X,  Y  le  point  variable 
Soit  alors 


F(X,  Y)  =  i    '      l'(/.v  +  Q(/y 

Jx.,r. 


Cette  fonction  F  est  univoqne  jiar  liypothèso  ;  il  reste  à  mon- 
trer qn'elle  a  pour  dérivées  partielles  P  et  Q. 

Laissons  Y  lixe  et  donnons  à  X  un  accroissement  inliniment 
petit  AX  = /i.  Calculons  la  nouvelle  intégrale  sur  un  })olygoiie 
ayant  pour  dernier  côté  la  droite  menée  du  point  (X,  Y)  à 
(X  +  /(,  Y).  L'accroissement  AF  se  réduit  alors  à  l'intégrale 
sur  ce  dernier  côté  où  y  est  constant  et  dy  nul,  c'est-à-dire 
à  l'intégrale  délinie  ordinaire 

C  x-i  ;, 
AF  =  \         P(.v,  Y)  dx. 

On  en  déduit  AF  =  P  (X  +  O/i)  AX  par  le  théorème  de  la 
moyenne,  et,  par  conséquent, 

Fk  =  lim  -^  =  P (X,  Y)  ;  de  même,  Fy  =  Q. 

Eu  rapprochant  les  deux  tliéoi'èmes  précédents,  on  voit  que 
l'on  peut  énoncer  la  conclusion  suivante  : 

Théorème.  —  Si  P  et  Q  sont  dc.<<  fonctioiiii  continues  et 
univoqnes  de  x  et  de  y  dans  l'aire  1),  la  condition  nécessaire 
et  suIJisante  ponr  que  l'intéi^rale  de  Pdx  +  Qdy  ne  dépende 
que  de  ses  limites  dans  l'intérienr  de  1),  est  ([ne  Vdx  -\-Qdy 
soit  la  différentielle  totale  d'ane  fonction  nni'^'oifne  de  cette 
aire. 

Nous  allons  maintenant  chercher  des  conditions  seulement 
suflisautes,  mais  cpie  l'on  puisse  vérilier  directement  connais- 
sant les  fonctions  P  et  (J. 

38.  Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  su/lisante  ponr 
que  l'intégrale  de  Pdx  t-  Qdy  ne  dépende  que  de  ses  lijuites 
dans  l'aire  1),  est  ([u'cllc  soit  nnlle  sur  tout  contour  fermé  C 
tracé  dans  1).  //  sujfd  d'ailleurs  pour  cela  ([u'ellc  soit  nulle 
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sur  tout  coutour  triangnlaive,  et  inèuir  sur  tout  contour  trittn- 
gulaire  supposé  aussi  petit  ([non  le  \'oudra. 

Soient  L  cl  L,  deux  ligues  ayant  les  mêmes  extrémités, 
Lr'  li^  lig:ne  L,  parcourue  eu  sens  contraire.  Le  parcours 
LLr'  est  fermé  et  l'on  a 


L-L 


Donc,  si  les  intégrales  sur  L  et  sur  L,  sont  égales,  celle  sur 
le  contour  fermé  LLr'  «st  nulle,  l't  réciproquement,  ce  qui 
prouve  la  première  partie  du  théorème. 

Je  dis  maintenant  que,  pour  (pie  l'intégrale  soit  nulle  sur 
tout  contour  fermé,  il  suflit  qu'elle  le  soit  sur  tout  contour 
triangulaire.  En  effet,  l'intégrale  sur  le  contour  fermé  est  la 
limite  de  celle  sur  un  polygone  fermé  -.  Pour  que  l'intégrale 
soit  nulle  sur  -,  il  suflit  qu'elle  le  soit  sur  tout  contour  trian- 
gulaire sullisamment  petit.  En  effet,  si  le  contour  polygonal  - 
est  simple  (ne  se  coupe  pas),  on  peut,  par  des  lignes  auxi- 
liaires, décomposer  l'aire  intérieure  à  -  en  un  réseau  de 
triangles  aussi  petits  qu'on  le  désire.  Sommons  les  intégrales 
effectuées  sur  les  contours  de  tous  les  triangles;  les  intégrales 
sur  les  lignes  auxiliaires  se  détruisent,  car  ces  lignes  sont 
parcourues  deux  fois  en  sens  contraires.  La  somme  se  réduit 
donc  à  l'intégrale  effectuée  sur  le  contour  polygonal  extérieur, 
la(juelle  s'annule  avec  les  intégi'ales  sur  les  triangles. 

Si  le  contour  polygonal  -  se  coupe,  il  est  formé  par  la  juxta- 
position de  plusieurs  contours  simples  et  l'on  est  ramené  au 
cas  précédent. 

39.  Théorème.  —  .Si  P  et  (J  et  leurs  dérivées  partielles 
P'y  et  Q'x  sont  des  fonctions  continnes  et  uniK'oques  de  x  et  y 
dans  l'aire  1),  la  condition  nécessaire  et  sujfisante  pour  que 
l'intégrale  de  Pdx  +  Qdy  ne  dépende  que  de  ses  limites  sur 
toute  ligne  tracée  dans  l'intérieur  de  l'aire  D  est  que  l'on  ait 
l'identité  P'y  =  Q^  dans  l'intérieur  de  cette  aire. 

La  condition  est  nécessaire  en  vertu  du  théorème  du  n"  29. 
Il  reste  à  prouver  qu'elle  est  sullisante. 
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Cette  conclusion  .se  tire  immédiatement  de  la  formule  de 
Green.  Il  siillit,  d'après  le  leiume  précédent,  de  nioidrer  que 
l'inté^nale  de  P</.v  f  Q</y  est  nulle  sur  tout  triangle  C  tracé 
ilans  l'aire  I).  Soit  A  l'aire  intérieure  an  triang:le.  Il  vient,  par 
la  formule  de  Green,  Ol-  —  P'.  étant  nul, 

{  P  cix  +  g  (ly  =  [  {  ((j;.  —  p;.)  ,i\  ,iy  =  o, 

ce  qui  i)iouve  la  proposition. 

Nous  allons  indiquer  maintenaid  un  autre  théorème  ana- 
logue qui  ne  snppose  pas  la  continuité  des  dérivées  jiartielles. 
Il  s'appuie  sur  le  lemme  suivant  : 

40.  Lemme.  —  Supiwsons  P(x,  y)  et  Q(.v,  y)  dijfL'ventinhlefi 
dans  un  ilninaiiH'  1)  et  sur  le  bord,  celui-ci  formé  par  hypo- 
thèse d'un  contour  unii/ue  C.  Soit  alors  m  un  noinl)re  positij 
donné.  Je  dis  i[u'on  peut  déaunposer  1)  en  carrés  (ou  mor- 
ceaux de  carrés  sur  le  ])(>rd),  tous  aussi  petits  (/u'on  veut 
(mais  non  pas  supjtosés  égaux),  de  telle  façon  qu'il  existe 
dans  cliaque  élément  (carré  ou  morceau  de  carré)  un  point 
an  moins  (;,  y,)  tel  qu'on  ait,  pour  ch(U[ue  point  {x,  y)  du 
même  élément,  les  deux  relations  siniultanées  : 

P(.v,  y)  =  P(^,  0  +  ^  (.V  -  i)  +  ^  (V-  -  Y,)  +  sp, 

n(.v,r)  =  o(;.  Y,)  +  ^  (.V  -  i)  +  ^  (.r- Y,)  +  s'p, 

OÇ  Oy, 

OÙ  l'on  suppose 

p  =  |i-x|  +  |Y,-y|,         J£|<co,  |£'|<<... 

Pour  le  prouver  par  l'absurde,  supposons  que,  (o  étant 
donné,  il  soit  impossible  de  satisfaire  à  ces  conditions.  Parta- 
geons D  en  un  réseau  de  i^etits  carrés  (sauf  la  restriction  déjà 
indiquée  pour  le  bord)  :  il  y  aura  au  moins  un  de  ces  carrés 
où  les  conditions  seront  encore  irréalisables.  S'il  y  en  avait 
plusieurs,  fixons  le  choix  de  l'un  d'eux  ])ar  une  loi.  Subdi- 
visons ce  carré  en  d'autres  jjIus  petits  et  tonlinuons  ainsi  âc 
suite  ;  nous  prouvons  par  le  raisonnement  connu   (|u'il  (ïxiste 
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au  moins  ini  point  (;,  /,)  de  I),  compris  dans  un  carré  aussi 
petit  qu'on  veut  où  les  conditions  sont  irréalisables.  Ceci  est 
absurde,  car  P  et  Q  étant  dilTérenliables  au  point  (ç,  t,),  les 
conditions  sont  réalisées  dans  lout  carré  sulTisaniment  petit 
contenant  ce  point  (sans  qu'il  soit  même  besoin  de  subdiviser 
ce  carré). 


41.  Théorème.  —  Si  P  et  (J  sont  des  fonctions  co7itinues, 
iini^uxines  et  différentiahles  de  x  et  y  dans  l'aire  Y),  la 
condition  nécessaii-e  et  snIJisanle  pour  ([lie  l'intégrale  de 
P  dx  +  Q  dy  ne  dépende  (/ne  de  ses  limites  snr  nne  ligne 
quelconque  tracée  à  l'intérieur  de  l'aire  D,  est  que  l'on  ail 
l'identité  V'y  =  Q.v  à  l'intérieur  de  cette  aire. 

Il  suiflt,  comme  au  n"  39,  de  démontrer  que  cette  condition 
est  sulTisante,  et  cela  pour  un  contour  triangulaire. 

Prouvons  donc  que,  si  l'on  a  dans  un  triangle  T  la  relation 
P,r  =  Q.v,  l'intégrale  de  P  dx  +  Qdy  est  nulle  sur  le  contour  du 
triangle.  Décomposons  le  triangle  en  cari-és  de  manière  à  réa- 
liser la  condition  du  lemme  précédent.  Considérons  l'un  de  ces 
éléments.  S'il  est  intérieur  au  triangle,  c'est  un  carré  de  côté  a, 
de  périmètre  4a  et  d'aire  a'.  S'il  est  sur  le  bord,  c'est  une  por- 
tion convexe  d'un  carré  de  côté  a,  son  aire  est  <^  a-  et  son 
périmètre  <^  4a. 

Intégrons  P  dx  sur  le  contour  y  de  cet  élément.  En  décom- 
posant P  dx  par  la  lormule  du  lemme  précédent  et  en  obser- 


vant que  l'intégrale  de 


J»P 

P(i,0  +  ^(x-i) 


dx  est  nulle,  car 


c'est  celle  d'une  difïérentielle  exacte,  il  vient 

[    P(.v,  y)  dx  =--  — [    ydx  +  [sz  dx, 
où  l'on  a,  par  le  tliéorème  de  la  moyenne. 


r 

car  I  £  I  est  <^  u,  ensuite 
intervalles  d'amplitude  a. 


£3  dx 


<4a"-t.j, 
<[  2a  et  .V  décrit  au  plus  deux 
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Ou  a,  de  même, 

<^  4a'-io. 


z'pdy 

T  ' 


Ajoutons  memijre  à  meuibrc  ces  deux  équations.  Au  second 

membre,  \  xdy  et  \  ydx  onl,  par  hypotlièse,  le  même  coeiïi- 

cient  et  leur  somme  est  nulle,  car  c'est  l'intégrale  de  la  dilïé- 
rentielle  exacte  d{xy).  Il  vient  donc  ( — l<^ft<^l) 


\  ^  Pdx  +  Qdy=\    zpdx  +  [/fdy 


Sommons  maintenant  pour  tous  les  éléments  du  triangle,  il 
vient,  l'intégration  se  faisant  sur  le  contour  du  triangle  T, 

[    PJ.v-fQJv  =  89(0^7.-         (— i<e<l). 

Le  second  membre  est  aussi  petit  (pi'on  veut  avec  m,  cai'  la 
somme  Sa-  des  aires  de  tous  les  carrés  surpasse  aussi  i^eu  qu'on 
veut  celle  du  triangle  T.  Donc  le  premier  membre  ne  peut 
dilîérer  de  0,  et  l'intégrale  est  nulle  sur  le  contour  trian- 
gulaire. 

42.  Extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  — 
Les  propositions  des  n°*  36  et  38  s'étendent  d'elles-mêmes  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes.  Toute  l'ana- 
lyse précédente  se  généralise  alors  aisément.  Pour  plus  de 
facilité,  considérons  seulement  le  cas  de  trois  variables. 

SoientP,Q,Rtrois fondions  continues  etunivoques  de.v, ,>',;, 
(idmeltanl  les  déri\'t'Cf>  pavlicllcs  premières  :  Pj-,  Pi,  U.v,  Q:> 
I1.V,  Ry,  continues  dans  un  domaine  D.  Ce  domaine  D  peut 
être  limité  par  une  ou  plusieurs  surfaces,  mais  on  le  supi)ose 
tel,  que  tout  contour  fermé  qu'on  y  trace  puisse  se  réduire 
à  un  point  unique  par  une  déformation  continue  sans  sortir 
de  D.  (Dans  le  cas  de  deux  vaiiables,  c'est  la  simplicité  du 
contour  de  l'aire  qui  assurait  cette  coiulition). 


INTÉGRALES  QUI  DEPENDENT  DES  LIMITES  SEULES  61 

Oii  a  alors  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nccefisnirc  et  HnlJisantc  ponr  que  PfZx + 
Qdy+l\dz-  soit  la  dijférenticlle  totale. d'une  fonction  uni- 
voque  F(x,y,z)  dans  1),  ou  pour  que  l'intégrale  curviligne 


{vdx  +  Qdy  +  Rdz 


ne  dépende  que  de  ses  limites  dans  D,  est  que  l'on  ait,  dans 
ce  domaine, 

3P_îQ  3Q_3R         ^^^ 

ly       3x'         "iz-      "iy  2-v       33 

Dans  ce  cas,  F{x, y,  z)  sera  exprimée,  à  une  constante  près, 
par  l'intégrale  cur^^Hligne 

r^''''"     Pdx  +  Qdx  +  Rdz, 

elfectuée  sur  un  chemin  arbitraire  entre  un  point  fixe  et  un 
point  variable  du  domaine  D. 

Le  théorème  précédent  subsiste  sans  faire  d'hypothèses  sur 
la  continuité  des  dérivées  partielles,  mais  à  condition  d'ad- 
mettre la  différentiabilité  des  trois  fonctions  P,Q,Ti. 

Tout  revient,  en  effet,  pour  justifier  ces  conclusions,  à  mon- 
trer que  l'intégrale  de  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  est  nulle  sur  un  con- 
tour triangulaire  aussi  petit  qu'on  veut,  donc  tout  entier 
dans  le  domaine  D.  Or  on  peut,  dans  le  plan  de  ce  triangle, 
considérer  x,  y,  z  comme  des  fonctions  linéaires  de  deux 
variables  u,  v,  ce  qui  ramène  l'expression  PfLv  +  Qdy  +  Rds 
à  la  forme  Adu  -I-  Bdv,  qui  contient  deux  variables  seulement 
et  satisfait  aux  conditions  des  tiiéorèmes  précédents.  On  s'en 
assure  en  formant  les  expressions  de  A  et  de  B. 

EXERCICES 

I.  ijuelle  est  la  condition  nécessaire  et  snlïîsaute  pour  que  l'intégrale 
de  surface, 


(1)  \\    Adydx  +  Bdzdx  +  Cdxdy, 
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ne  dépende  «luc  du  lonloiir  L  de  la  surface  S  et  non  de  la   foriue   de 
celle-ci  ? 

R.  11  faut  que  l'iulcj^iale  .soil  uulle  sui'  toute  surface  feruu'e  S.  Suit  V 
le  VDlunie  conipiis  dans  .S  supposée  fciiuée  ;  l'intégrale  de  surface 
revient  par  la  formule  de  (Ireeu  à  l'iiilégiale  tri])lo 

/3a        ?1!        ^(■.\  ,      , 

Cette  inlég'iale  devaul  s'aiiiniler-  (|ui-l  (|ue  soil  V,  la  cmuliliiiM  cher- 
chée est 

(2)  ^  +  ^'^+^^0. 
ux       iy       i: 

2.  Montrer  que  si  l'intég-rale  de  surface  (I)  ne  dépend  que  du  ccui- 
tour  L  de  S,  elle  se  ramène  à  une  intégrale  curviligne  sur  L. 

H.  La  condition  (2)  ayant  lieu,  il  est  possible  de  déterminer  trois 
fonctions  P,(J,H  par  les  i-elalions 

3y  3;  Je  ?.v  3.V'  'iy 

On  y  satisfait,  par  exemple,  eu  [losaiil 

I'=\     Bt?;.  +  \  ('.(.V..V,  ;.„)</y,  <J  =  —  \     Hd;,  R  =  0. 

L'intégrale  de  surface  se  trausl'oi'ine  alors  par  la  loriiiulc  de  Stokes 
(I.  I,  R"  IWl)  dans  l'intégrale  curviligne 

(3)  {     \'<l.\  +  n.h-  -I    H./.v. 

Ce  résultat  permet  de  géiu'raliser  la  noliou  des  dilTérenlielles  exactes. 
On  dit  (Poincaré)  que  ré(|uatiou  (2)  exprime  la  condition  pour  que  (1) 
soit  une  intégrale  de  dllférentielle  exacte.  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'inté- 
grale double  (1)  se  ramène  à  l'intégrale  simple  (S).  Cette  généralisation 
peut  s'étendre  à  un  nomlire  (|uelcon(jue  de  variables. 


CHAPITRE  III 
Intégrales  Eulériennes 


i:^   1.   Expressions  des  fonctions  circuiaires 

et  hyperboliques  en  produits  infinis  et  en  séries 

de  fractions 

43.  Décomposition  de  sin  mO  en  facteurs.  —  Nous  considé- 
rons seulonicnl  le  cas  où  m  est  un  entier  impair  2n  +  1. 
L'expression  de  sin  7n9  se  tire  de  la  formule  de  Moivre  : 

cos  yn/J  +  i  sin  7Ji9  =  (cos  9  +  i  sin  H)"\ 

en  égalant  les  coefficients  de  i  dans  les  deux  membres.  Il  vient 
ainsi,  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  9, 

r                    ,„   .    r      m(m — i)  (m — 2)  „„    .   „. 

sin  m9  =  m  cos"'-*  0  sin  9 ^ '  \ '-  cos"'-^  9  sin'  9  +  . . . 

Par  conséquent,  m  étant  égal  à  2?i  +  1, 

sin  m9  .  ,        m(m  —  i)  (m  —  2)        .     ,,    .   .,, 

.    ,     =  mcos^"9 5^ r-^^ cos^"-^9  sin-6  +  ... 

sin  9  1.  2.  3 

Tous  les  exposants  sont  pairs  au  second  membre.  Donc,  si 
l'on  remplace  cos^9  par  1 — sin^9,  le  second  membre  se  trans- 
forme en  un  polynôme  de  degré  n  en  sin^9. 

Posons,  en  abrégé,  z  =  sin^9  et  soit  ¥„{'■)  ce  polynôme  de 
degré  n  ;  on  peut  écrire,  en  désignant  par  a,,  a^,...  a„  les 
racines  de  F„(3), 

'')S:4-^('-^)('-^)-('-a'  <— •> 

les  deux  membres  ayant  la  même  limite  1  f[uaiid  9  et,  par 
suite,  2  teiident  vers  0. 
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Mais  l(^s  racines  a,,  %„...  de  i"„(:)  s'oblicniiciil   loiil  de  suite. 

Kii  (îlTel,  siii  //('J  s'ariiuile  |)uur  les  valeurs — ,  — ,...  —  de  0, 

/;)     m  m 

loules  iiif('Tieures  à  y  (car  m  =  2n -^  I)  el  au\(|nelles  corres- 

poiuk'iil  les  valeur's  croissantes  (donc  différentes)  de  ;;  : 

(2)       a,  =  sin"^— ,  a,  =  sin^ —    ...     a„  =  sni'^ , 

m  ^  m  m 

(|ui  sont  donc  les  racines  de  F„(c.),  car  sinO  ne  s'annule  pas. 

Poi'Iant  les   valeurs    (2)   dans   (I),    on    aura    la    i'orinule   de 
décomposition  cherchée. 

44.  Décomposition  de  sh  .v  et  de  sin.v  en  jîroduits  infinis. 

—  Soit  .V  une  valeur  réelle;    clianareons  0  en   '—  dans   la  for- 

m 

mule  (1).  Il  faut  remi)lacer  sinO  par  i  sh  -  et  sin  »iO  i)ar  /  shx. 

m 


(m  =  2n  +  1). 


Tout  esl  positif  dans  le  second  membre  de  cette  formule. 
Prenons  les  loftaril lunes  :  le  produit  sera  remplacé  par  une 
somme.  Soityj  un  entier  <^  ;i  ;  nous  aurons 


i^) 


en  désif-nanf  ])ar  H,,  la  somme  des  logarithmes  non  écrits,  (|ui 
sont  tous  positifs.  Mais,  si  a  est  positif,  on  a  <■<' >  1  +  a,  par 
conséquent  a  >  Log  (l  +  a)  ;  il  vient  donc 

sh^-^      , 
"  ;?i       /         V  \  "     1 
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.     .     .  ,  m— 1    ,  /  .    k-\      k- 

Oiuuid  k  varie  de  1  a  n  =        ^ — ,  le  rapport    sui  —    :  — 

2  \         mj       m 

2 

est  ^ — ,  car  c'est  celui  du   sinus  à  l'arc,  (jui  décroit  coiistam- 

/  -   \         Tt  2        ^ 

meut  sans  atteindre  le  luiniiiumi    siii  -y)  :  —   =  — .  On  a  donc 


:<77 


SUl'- 


kT.^/2VlkT.Y       4k 


1)1 


ni 


m-       7)r 


k—i 


et,  par  conséquent,  a  fortiori 


H,<T'" 


X 


m/i>+\ 


1 


-j—slr  — 
4/)         ni 


Faisons   maintenant    tendre    »!    vers   l'intini    dans    la    for- 
mule (3),  et  observons  que  l'on  a 

lini  ;)i  sh  —  =  x,         lim  m-  y.k  =  lim  »r  sin"  —  =  /c^n'  ; 
7Ji  m 

il  vient,  quelque  grand  que  soit  p, 

sh  X        P  ,        /.  -v-  \        ,.      ,, 

Los- =  ï  Lo-    1  +  ,..-.,    +  Imi  R,„ 

0  <  lim  R„  <  ^^. 

Si  l'on  fait  tendre  maintenant  />  vers  l'iidlui,   lim  H,,  tend 
vers  0  et  l'on  trouve 


(4)        Log-^=Log        ^^ 


v^^^hi^^ 


Enfin,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  on 
obtient  sh -v  sous  forme  de  produit  infini,  c'est-à-dire  comme 
limite  du  produit  d'un  nombre  illimité  de  facteurs  : 


(5) 


shx  =  ^^^^  =  .vil    1  +^ 
2  1  \         /c^Ti- 


La  décomposition  de  sin  .v  peut  s'obtenir  directement,  par 
un  raisonnem^ent  analogue.  Mais  on  p(>ut  la  déduire  de  la  for- 
mule précédente.  Il  suffît  de  remarquer  que  la  formule  (.'))  siilt- 
siste  si  Von  remplace  x  par  une  *,'ariai)le  imaginaire  z. 

Vol.  II  5 


06  CIIAI'ITUK   II.    liNTÉdHALES  EULÉRIENNES 

En  effet,  le  produit  qui  constitue  le  second  membre  de  (5)  se 
développe,  par  les  inuHiplicalioiis  successives,  en  une  somme 
de  puissances  de  .v  toutes  positives.  Donc,  l'ordre  des  termes 
étant  indifférent,  ce  second  membre  peut  être  ordonné  suivant 
les  puissances  ûc  x,  ce  qui  le  ramènera  nécessairement  à  la 
série  potentielle  qui  définit  sh  .v. 

Cette  réduction  à  la  série  qui  délinit  le  sinus  hyiierbolique 
demeure  légitime  quand  on  remplace  x  par  une  imaginaire  z 
de  module  .v,  car  la  somme  de  puissances  de  x  sera  seulement 
remplacée  par  une  somme  absolument  convergente  de  puis- 
sances de  z-  et  l'ordre  des  termes  demeure  indifférent. 

Donc  on  peut  remplacer  x  par  ix  dans  (5)  et  l'on  en 
déduit 

(6)  sinx  =  xll    1  — ^ 

On  tire  de  là  le  développement  analogue 

sin  2x        »  /,  4x'- 

cos  .v  =  - — : =  111 


2  sin  .V         0  \  (2/c  +  1)-t:= 


45.  Séries  de  fractions.  —  Si  l'on  dérive  la  formule  (4),  il 
vient,  pour  toute  valeur  réelle  de  x, 

pX    JL.   p—X  \  X  I 

(7)  !F^^-i  =  2xS 


X  k=\  k'^-°  +  x^ 

En  effet,  cette  série,  ayant  tous  ses  termes  inférieurs  à  ceux 
de  la  série  convergente  à  termes  positifs  ^k~^,  est  uniformé- 
ment convergente  quand  .v  varie  d'une  manière  quelconque, 
ce  (]ui  justifie  la  dérivation. 

De  même,  remplaçons,  dans  ((>),  sin  .v  et  tous  les  facteurs 
par  leur  valeur  absolue  ;  prenons  les  logarithmes  des  deux 
membres,  et  dérivons.  Il  viendra 

1  *  1 

(8)  cot  .V  =  -  —  2x  S  -r^ -„. 

X  1,^^  k-rJ  —  X- 

En  effet,  celte  série  converge  encore  absolument  et  nnîfoj'- 
mémenl  dans  tout  intervalle  où   les  dénominateurs  ne  s'an- 
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nuleiit  pas,  car  le  rapport  de  son  tonne  général  à  celui  de  la 
série  Sfc— ^  tend  vers  une  limite  finie  pour  k  inlini. 
Si  l'on  rcmarcjue  que  l'on  a 

2a:  1  1 

+ 


.V°  —  k'-T."        X  —  kr.        X  +  krz' 
on  voit  que  la  lormule  (ÏS)  peut  s'écrire  plus  simplement 

(9)  cot  X  =   >"  — 


.X  —  k- 


à  la  condition  d'associer  dans  la  sommation  les  termes  qui 
correspondent  aux  valeurs  +  k  et  —  k. 

Le  développement  de  cot  x,  en  donne  encore  d'autres  ; 

+?  1 


tgx  =  —  cot  Ix  —  -^j  =  —  ï 


x-{k+iy 


1           1/       .V'       ,     .v-\        V          1  V  1 

cot-+  lff-h= ^ 


siujc      2\       2'    «2/       _^x—2k-      _.  .v  —  (2fc  +  1)- ' 
ou,  plus  simplement, 

(10)  -r^=  S  ^~-^  =  -  +  2x1  \      W   ,. 

sin  X      _x -V — k-      X  1  .v  —  k-r.- 

Remarqiie.  —  11  est  souvent  utile  d'écrire  la  formule  (7) 
sous  une  autre  forme.  0)i  remarque  que  l'on  a 

Ou  substitue  cette  valeur  dans  le  iiremier  membre  de  (7), 
puis  on  change  x  en  x  :  2.  L'écfuation  prend  la  forme 

46.  Calcul  d'une  intégrale  d'Euler.  —  Soit  .v  une  quantité 
comprise  entre  0  et  1  ;  on  a 

et  9  est  compris  entre  0  et  1,  car  0  est  égal  à  1  :  (1  +  x). 
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Donc,  ^5i  (i  désigne  uir-  ((uaiililc'  ii(isili\'r,  il  \iciit,  en  iiiiilli- 
pliaiil  hi  icliilion  i)récédente  par  x""'  <l.\  el  iiili'yraiil,  puis  en 
observant  ([iie  h  ])eiit  sortir  du  signe  d'intégralioii  tout  en  gar- 
dant le  sejis  d'une  quantité  comprise  entre  0  et  1, 


•  '  x"-'  ilx   _ "-'  (—  1  )*■■       (—  1  )"0 
'  Il    1  +  -v        "^   n  +  k        n  +  n  ' 


Enfin,  en  faisant  tendre  a  vers  l'inlini,  on  obtient 

r'  X"-'  dx  _  î^(— l)^' 

3 n   1  +  -V        7  a  +  k' 

Supposons  maintenant  a  compris  entre  0  et  1  ;  on  peut  chan- 
ger a  en  1  —  a  dans  cette  intégrale,  puis  x  en  1  :  .v  ;  il 
vient 

'  A—"  dx  _  f'x»-'  dx  _  ij,(—  l)»-- 


Il    1  +  .Y         j  1    1  +  .V        I   r(  —  k 

Ajoutons   cette    relation   à   la    précédente,    nous   trouvons, 
par  (10), 

(12)  r -^-"-^  ^^-^  _  _+^    (-1)' 


1  +  X  —v:(i- — k-       sin  a- 

Cette  intégrale  importante  est  due  à  Euler,  ijui  l'a  calculée 
par  un  procédé  très  dilTérent  dti  précédent. 

§  2.  Nombres  de  Bernouilli 

.V 

47.  Développement  de  — ^ en  série  potentielle.  —  Soit  x 

une  quantité  positive  ;  on  a  (0  <^  0  <^  1) 


1    +   -V 


Donc,  en  changeani  .v  en  .v°  :  lA;"--,  et  en  supposant  seule- 
ment X  réel, 


"v7_.^\_V'_o 


4fc'=-°-  +  .v--  ,,^__,\      2k"--=l  \      4k' T.' 
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Portons  ces  dôvelopperaents  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (11)  du  ii"  pn'ccHlenL  ;  en  posant,  en  abi'égé, 

—      -L      — 

'^>'  ~      +  2f'  "^3''  "*"  4''  ■■■' 

il  viendra  (0  <  fj  <  1) 

,„  5^^i +j-=-2;£'v(-è)"-^'-,..(-g 

Si  71  tend  vers  l'infini,  s.,,,  tend  vers  l'unité  et  le  dernier  terme 
tend  vers  0,  pourvu  (jue  |  x  \  soit  <^  2-.  Donc,  si  |  x  |  est 
<^  2-,  on  a  le  développement  en  série  potentielle  conver- 
gente 


1  +        =2 


1  2 


s„x" 


(27:)^        (27.)^        (2^) 


48.  Nombres  de  Bernoulli.  —  Les  nombres  de  Beiiioulli  (') 
sont  les  nombres  B,,  B,,...  B,,,...,  définis  par  le  développement 
en  série 

X  ,      B,x        B,x^  B„x" 

(jui  converge,  comme  on  vient  de  le  voir,  pourvu  que  |  x  | 
soit  <27:. 

Comparant  cette  formule  à  la  précédente,  on  en  conclut  que 
tous  les  nombres  B  d'indice  impair  sont  nuls,  sauf  B,  qui  est 

égal  à  — -,  et  cjuc  les   nomljres  d'indice  pair,  B,,  B,,...   sont 

alUM'iialivemciit  positii's  cl  négatifs.  On  a  etîectîvement 

(3)  B.„.M-l)'-|0^.s.,. 

Quand  7i  est  grand,  s,"  dilTèrc  peu  de  1  ;  cette  formule 
montre  ((ue  les  noml>res  de  Bernoulli  croissent  très  rapide- 
ment quand  7i  augmente. 


(')  La  notation  des  nombres  de  Bernoulli  esl  vaiiablc  avec  les  auteurs. 
Nous  avons  ailopli''  crlle  d'iMlonard  Lm-as  (pii  est  la  [)lus  coMiniode. 
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Si  l'on  introduit  la  notation  des  nomlires  de  Bernoulli  dans 
la  formule  (1),  il  vient,  x  étant  réel  et  0  compris  entre  0  et  1, 

^  V^— 1  2        2'.  4!     ^■■•^   (2/1  —  2)!  (2/i)! 

49.  Calcul  des  nombres  de  Bernoulli.  —  Nous  allons  mon- 
trer que  les  uom])res  de  BernonlU  sont  rationnels.  Pour  les 
calculer,  il  est  commode  de  se  servir  de  la  notation  symbolique 
suivante  : 

Convenons  de  remplacer  B"  par  B,,  dans  le  développement  de 
e^'^  en  série  potentielle  ;  la  formule  (2)  pourra  s'écrire  symbo- 
liquement 

e" —  1 

(5)  — ^-  =  e^\ 

L'utilité  de  cette  notation  vient  de  la  propriété  suivante  : 
Si  l'on  multiplie  la  série  c"-^'  i)ar  celle  qui  représente  e°'-^',  on 
aura  aussi  symboliquement 

pïx  (,lî.v  —  (,(a+H).v_ 

En  effet,  si  l'on  considère  B  comme  une  indéterminée,  l'éga- 
lité précédente  a  lieu  par  la  propriété  de  l'expotentiellc.  Les 
deux  membres  peuvent  être  ordonnés  suivant  les  iJuissances 
de  B  ;  après  quoi,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  B 
doivent  être  identiques  de  part  et  d'autre.  L'identité  des  deux 
membres  snbsiste  donc  quand  on  remjilace  B,  B-,...  par 
B,,  Bo,...  Cette  substitution  donne  aux  deux  membres  leur 
sens  symbolique.  D'ailleurs  les  séries  convergent  pourvu  que 
X  .soit  <^  2-  en  valeur  absolue. 

Chassons  le  dénominateur  dans  l'équation  (.">)  ;  il  vient 

(6)  X  =  e("+'>^  — c"\ 

Par  suite,  en  égalant  les  coefTicients  des  mêmes  puissances 
de  .V,  on  obtient  les  équations  symboliques  : 


(B+  1)   -B    =  1  1  =  1 

\  (B  +  1)'^  — B"-  =  0  ^  2  1$,  +  1  =  0 

(7)       (B  +  1)'  —  B'  =  0  d'où         ;?  B,  +  3  B,  +  1  =  0 

^  (B  +  1)"  — B"  =  0  , 


^^  =  6 


'^«    =42 

^''           2730 

««  --m 

7 
B.-3 

n         ^ 

3617 

"'"       66 
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C'est  un  système  des  formules  récurrentes  à  coefficients 
entiers,  d'où  l'on  tire  de  proche  en  proche  les  valeurs  do 
B.,  B„  B3,... 

^   _       1  ..  1  ..  691 

^'--2 
1 

50.  Propriétés  des  nombres  de  BernouUi.  —  Multijjlioiis 
la  formule  (6)  par  e->'-^'  ;  il  vient 

d'où,  en  égalant  les  coeflicients  de  x^de  part  et  d'autre, 

(8)  Hj"-'  =  (H  +  1  +  y)"  — (B  +  y)". 

Désignons  par  t{y)  n"  polynôme  entier  quelconque  ;  on 
aura 

(9)  f(y+B  +  [)-f(y+B)=-f'iy)- 

C'est  l'identité  symbolique  fondamentale  à  laquelle  satisfont 
les  nombres  de  BernouUi.  Elle  résulte  de  la  formule  (8),  (pii 
exprime  que  (9)  est  exacte  pour  chacun  des  termes  du  poly- 
nôme. 

Voici  quelques  cas  particuliers  : 

1°  Soit  fiy)  =  (2y  —  1)P  ;  on  a,  pour  y  =  G, 

(2B  +  1)/'  —  (2B  —  1)/'  =  2p  (—  l)i'-i 

2"  Soit  fiy)  =  y  (y  +  1)  (  y  +  2) . . .  (y  +■  p)  ;  on  a,  pour  y  =  0, 

0>+l)(B+l)(B  +  2)...(B  +  p)=7,! 

3°  Soit  1  <  g  ^  p  ;  posons  /  (y)  =  (y  —  1)''  y  ;  on  a,  pour 
y  =  0, 

B'^(B  +  1)'/  —  B'f  (B  —  1)/'  =  0. 

Cette  dernière  formule,  qui  est  due  à  Stem,  est  peut-être  la 
plus  commode  pour  le  calcul  dos  nombres  do  BernouUi,  parce 
qu'elle  ne  contient  pas  tous  les  nombres  B,  mais  seulement 
ceux  qui  sont  compris  entre  B''  et  B''+'/. 
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^  3.  Intégrales  eulériennes 

51.  Définitions  et  premières  propriétés.  —  LeH('"<l''t*  ;' 
doiiiu'  1(>  iKiiii  d'iulrii-rdlcs  euU'ficiincs  de  iirciiiii'i-c  cl  de 
ilriixit'iiir  cs[n'cc  aux  expressions  : 

(1)   \i{tt,l,)^-\    .v"-'(l  —  .v)''-W/.Y,        !'(«)=    i    .v"-'c    ^(/.V. 

J  Û  J  (I 

La  première  est  la  foiidioii  Bcta,  la  secondi^  la  foiiclioii 
Gamma. 

Ces  intégrales  sont  absolnment  convergentes  ponrvu  que  a 
et  h  soient  >  0  (n  "  1  et  fl).  Elles  cessent  d'exister  si  a  ou  ]>  est 
<[  0  {])  n'intervenant  que  pour  B).  Il  sera  donc  entendu,  dans 
ce  chapitre,  que  a  et  h  sont  réels  el  positifs. 

Assignons  aux  variables  a  et  ]>  un  minimum  positif  s  ;  tous 
les  éléments  de  rinl(''gi'ale  B  sont  alors  maximes  et  positifs 
si  «  =  /j  =  s,  ce  qui  laisse  subsister  la  convergence.  Donc  B 
converge  uniformément  (n"  22)  et  est  fcuietiou  c"ontiiiM(>  de  a 
et  de  h  (n"  23). 

Supposons  mainicnani  ([ue  a  varie  dans  un  iideivalle  positif 
(s,  A).  Faisons  la  décomposition 

V{a)  =  \    .V"-'  e-^(/.v  +  \    X"    '  e'^dx  ; 

ces  deux  intégrales  convergeront  uniformément,  car  leurs  élé- 
ments sont  respectivement  égaux  ou  iiift-rieui-s  à  ceux  des 
deux  intégrales  convergentes  : 

\    .v^-'  dx,         \    .v^-'  e-^(/.v. 

Donc  r  est  une  foueUon  eonliiine  île  a. 

Voici  maintenant  (juclques  |)ropri(''lés  i|ui  n'sulli'iil  immé- 
diatement des  d('linilions  : 

1"  Si,  dans  l'expression  (1)  de  B,  ou  change  la  variable  .v  en 
1 — X,  cela  revient  à  perninhu-  a  et  /).  Par  consé(pient, 

(2)  |{("./')  -  B(/',  ")• 


INTÉGRALES  EULÉRIENNES  73 

2"  Si  (I  ou  h  est  entier,  ou  ohtienl  H((/,  ]>)  sous  forme  expli- 
cite. 

Eli  oHct,  soit  h  entier  ;  on  a  trabord,  si  1)  =  1, 

H(a,  1)  -  r  .V"-' r/.v  =  ^. 

Eiisuile,  si  h  est  un  entier  n  >  I,  on   trouve,  en  intéj^rant 
par  parties, 

B(«,H)  =  "^1^(    .v"{i  — .v)"-'^(/.v  =  ^^^^\i(a  +  \,n  —  \) 

(l  J  0  (l 

et  ainsi,  de  |)roelie  en  prociie, 

1.2.  ...(71—1) 


(3)  1J(«,«) 


a(a  +  1)  ...  (</  +  ;i—  1) 
3"  On  il  la  relation,  d'un  usage  fréquent, 
(1)  V{a  +  V)  =  aV{a), 

qui  se  démontre  par  rintég-i'alion   [)ar  parties  efîectuée  ci-des- 


sous : 


V{a  +  1)  =  \    x-'e—^dx  =  [— -v"  ('-•^"],7  +  a  \ 


V"  -'  t'-^  dx. 


le  ternie  aux  limites  étant  nul. 

Si  71  est  entier,  on  a,  en  appliquant  {A)  de  proche  en  proche, 

(5)  i'(a  +  7i)  =  o(«  +  1)  ...  («  4-  71— 1)1V')- 

Cette  formule  permet  de  réduire  à  (0,  1)  rintervalle  dans 
lequel  il  est  nécessaire  de  calculer  V{a). 

4°  On  voit  immédiatement,  par  la  formule  (1),  que  V{(i)  =  1. 
Donc,  si  71  est  entier,  on  oljtient,  par  la  formule  (5),  r(7i  +  1) 
sous  forme  explicite  : 

r(;i  -I   1)  =«! 

On  i-emarquera,  en  particulier,  (jue  r(2)  =  1. 

5"  Multiplions  jDar  V{a)  les  deux  termes  de  la  fraction  qui 
forme  le  second  membre  de  (3)  ;  il  viendra,  par  (5)  et  puis<pie 
(/i-l)!  =  \\u). 
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(Ici  le  l'oriiiiilc  n'est  encore  ('liihlie  (lue  si  /i  esl  eiilier,  iiiiiis 
on  va  nionlrer  dans  le  n"  suivant  (lu'cllc  est  générale. 

6°  Soit  y  un  nombre  positif  ;  si  l'on  change  la  variable 
d'intégration  x  en  yx  dans  l'expression  (1)  de  F,  on  obtient  la 
formule  importante 

Y(a) 


il)  ÎM  =  (    .v"-' e-r-- d.v. 

^  '  y"        Jo 


52.  Nouvelle  expression  de  B.  Réduction  définitive  de  B 
à  r.  —  Dans  l'expression  (1)  de  B,  faisons  le  changement  de 
variable 

Les  nouvelles  limites  seront  0  et  c^;  il  viendra  donc 

On  tire  de  cette  formule  la  démonstration  générale  de  la 
formule  (6).  On  a,  en  eliet,  par  la  formule  (7), 

Multiplions  par  .y''  '  </,>'  et  intégrons  de  0  à  ^.  On  i)eiil 
intervertir  les  intégrations  dans  le  premier  membre,  car  les 
fonctions  sont  positives  et  la  règle  du  n"  17  s'applique  ;  il 
vient  ainsi 


y"-'  dy_ 

n  +  h 


^.«+6-1  e-.vj.v  \    y''-f  e-y-'dx  =  \  (a  +  h)  \    -f- — r 

.1(1  Jo"  Ju  (i  -f  y) 

ou,  par  (7)  et  (S), 

V(h)  [    %»-'  e-'=dx  -=  V{a  +  h)  B(rt,  h) 

Cette  formule,  dont  la  démonstration  précédente  esl  due  à 
Jacobi,  ramène  l'étude  B  à  celle  V,  ipii  ne  dc])ciul  plus  que 
d'un  paramètre. 

lîcmar(iiic.  —  Revenons  à  l'intégrale  (S).  On  peut,  en  même 
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temps  que  rinleivalle  (l'intégration,  la  partager  en  deux  autres 
étendues  de  0  à  1  et  de  1  à  oo.  Cliangeons  y  en  1  :  y  dans  cette 
dernière  ;  il  viendra 

■1    i^n— 1  _(_  V-''-' 


(11)  B(o,/i)=\    •^, —    :  ^,   dy. 


formule  qui  met  aussi  en  évidence  la  symétrie  par  rapport 
à  a  et  h. 

53.  Relation  des  compléments.  —  On  a,  par  les  formules  (9) 
et  (8). 

f"  v''^'  dx 
\Ma,[-a)  =  Via)l\[~a)=\  '  . 

Jo     1   +  -V 

La  valeur  de  cette  intégrale  a  été  calculée  au  n°  4G.  On  en 
conclut  la  formule  importante,  trouvée  par  Euler  et  connue 
sous  le  nom  de  relation  des  coiuplcments, 

(11)  \\a]\\[—a)  =  -r^ 

sin  ciTz 

1 

En  particulier,  si  a  =  ~, 

La  relation  (11)  ramène  le  calcul  de  T(a)  à  celui  de  r(l  —  a) 
et,  par  conséquent,  permet  de  réduire  à  10,  -j  l'intervalle  dans 
lequel  il  est  nécessaire  de  calculer  \\a). 

54.  Formule  de  Legendre.  —  On  tire  des  formules  (9)  et  (10) 

^^"'"'       V(2a)        -),.(l  +  r)=«- 

Faisons  le  changement  de  variable 

o 

1  +y 


1  -  =  .,    .    ,  1  +  2 

V  = ,  il  vient   { 

■^       1  +  =  ,  2dz 

dy  = 


(I  +  zY 


(')  On  obtiout  aussi  cp  résultat  on  changeant  .v  en  p^dans  1  intégrale 
du  n°  24. 
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OU,  en  changeanl  encore  z  en  \'z. 


1    r-,.      ,„,     ..      tl 


15(".")  =.«^\    d-r-r':-^.'/; 


Remplaçons  li(a,  a)  vi  Hla,,J  ])ar  lenrs  expressions    en    I' 
tirées  de  (0),  puis  Tl    j  par  |  -  ;  la  lelalioii  prcHiMlcnlc  douneia 

(12)  i'<")r(«  +  ^)  =  2^^  l'(2«). 

(^ette  relation  a  été  trouvée  par  Les'cndre. 
En  y  changeant  a  en    -,  on  peut  l'écrire 


2"-'     ia\    ((1+  1 
r(a)  =  "7^  1    „    l 


En  tenant  compte  de  (1 1),  cette  lelation  permet  de  réduire  à 
(0, .  )  l'intervalle  dans  lequel  il  est  nécessaire  de  calculer  !'(«)• 

55.   Produit  d'Euler.  —  Sul)slilulons    successivement    les 

valeurs  «  =  —,—,...  ^ dans  la  relation  (11)  et   mullinlions 

n    n  n 

les  résultats  ;  il  vient 


'■'>(?)■■ '1"?^ 


_)i— 1 


Ti    .    2-        .    n  — 1 

sin     sm  —  ...sin 

//  /)  n 


Pour  évaluer  ce  produit  de  sinus,  considérons  la  décompo- 
sition en  facteurs 

n  - t /  %k~i\ 

.V"  —  1  =  (A-  —  1)  Il  Lv— <'     ^r-y 

En  y  faisant  Iciidrc  .v  vers  1,  on  en  tire 

n     1  —  e      "       =  lim ;-  =  n. 
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MultipIioiiH,  facteur  par  fadeur,  cette  relation  avec 

km  (n— l)-Iti 


n—t 

n 


e  e 


fc=,    2/         (2/)"-i        2"-^' 

nous  trouvons,  eu  égard  à  l'expression  du  sinus  en  exponen- 
tielles, 

"-'    .    kT.  1 

Il    sin  —  =  - — 7. 

k=i  n        2"-' 


Par  conséquent, 


n— 1 


(13)  r(ilif)...r("-^^     <^-)^ 


ni    \nj  "     \     n     )  i/,j 

Cette  relation  a  été  trouvée  par  Euler  et  généralisée  par 
Gauss  (n°  59). 

56.  Intégrale  de  Raabe.  —  On  tire  de  la  relation  précédente, 
en  prenant  les  logarithmes  en  divisant  par  n, 

;;   .       ,Jk\[        /l         1  \  ^  ILogn 


,.,   ''^'\«;,i^\2    2«;-''-'\-2- 

Faisons  tendre  n  vers  l'infini;  on  peut  faire,  dans  la  somme 

du  premier  membre,  -  =  x  et       ^  dx,   et  la  limite  de  cette 
71  n 

somme  est  une  intégrale  définie  ;  il  vient 

fi  1  

\    Log  r  (.y)  dx  =  -  Log  271  =  Log  |/  2t.. 

Ce   résultat  permet   de    calculer   facilement   l'intégrale   de 
Raabe,  qui  est  la  suivante  : 

1  =  \    Log  r(«  +  .V)  dx  =  \"     Log  r(.Y)  dx. 

J  11  J  a 

En  effet,  les  dérivées  de  r(a  +  x)  sont  les  mêmes  i)ar  rapjjort 
à  .V  et  à  «  ;  donc 

fi  V'(a+  X)  T(a+l) 

^"  '  =  i  Tïa  +  xj  ^'"  =  ^«^  ^T(^  =  ^^«^^  "' 
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car  !'(((  +  l)  =  «r(</),  cil  \('ilii  <lc  (4).  Par  consik|uent, 

I  =  Uav^  (I  (la  =  n  (Log-  n  —  1  )  +  C. 

La  constante  C  se  détcrraiiic  pour  (t  0;  il  \  iciil,  CDininc  on 
l'a  ])i(>uvc  au  dchiit  du  m"  acliicl,  (]  =  I„  =  Log  [  'In.  En  défini- 
tive, Vintcgnilr  de  Itddhc  s'c\'alue  par  la  formule 

(11)    I  -  \    Log  1 V   1  -v)  <l.\  ~(i{\  .og  (i—l)  +  Log  \'2-tz. 

J  0 

Cette  intégrale  joue  nii  lôle  important  dans  la  théorie  de  la 
fonction  V;  on  verra  i>lus  loin  qu'elle  est  la  valeur  asym]!- 

totiquc  de  Log  T  «  +  9  • 


§  4.   Expressions  des  eulériennes 
en  produits  infinis 

57.  Formule  de  Cauchy  donnant  1)  Log  !'(«)•  —  En  dérivant 
sous  le  signe  l'intégrale  qui  déliiiil  V,  il  vient 

(15)    r(a)-(    X"-' t'--M.og  .V  tZ.v  =  \   +  i    x"-'t'-M.ogA-(/.v. 

Cette  dérivation  est  légitime,  car  chacune  des  deux  inté- 
grales de  0  à  1  et  de  1  à  "^^  ci-dessus  converge  uniformément 
quand  a  varie  dans  un  intervalle  positif  cjuelconque  (e,  A)  : 
elles  ont,  en  elîct,  respectivement  leur  élément  moindre  (jue 
celui  des  intégrales  correspondantes  à  éléments  positifs  et 
bien  déterminées  : 

a:^-'  (—  Log  a)  dx,  \    X'  c"-^  dx, 

n  .11 

car  e-*'  est  <  1  et  (pour  a  >  1  )  Log  a  est  >  0  et  <  x. 

Nous  allons  transformer  la  formule  (15).  Soit  y  un  paramètre 
positif  ;  considérons  la  relation 


.v"-ie-.vf 1 dA  =  —  '      — '  —  '-         ^ 

u  y  y 


—  \  A"-'  <•-•'••  dx \    A-"-'  t>-('+r)->--  dx 
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qui  peut  aussi  s'écrire,  eu  égard  à  (1)  et  (7), 


.'  0        J 1 


e-" dx  = 

y  y 


e-y  — 


l 


(1  +  y)" 


^lultiplioiis  par  dy  et  intégronts  de  0  à  «).  On  peut  intervertir 
les  signes  d'intégration  dans  le  premier  membre  (n"  17),  car 

la  fonction  à  intégrer  est  toujours  négative  sous  le  signe  \    et 


toujours  positive  sous  le  signe  \    et,  en  se   rappelant  qu'on 

a  (n"  25) 

"  ç—y  —  e—^y 
dy  =  Log  X, 

y 

on  voit  que  les  intégrales  intérieures  sont  respectivement  fonc- 
tions continues  de  x  ou  de  y,  sauf  si  .x  ou  y  est  nul.  Il  vient 
ainsi 


[  +  (   x»- 'e-M.og.xf/.v  =  r'(n)  =  r(rt)  \ 

J  0       J 1  J  n 


D'oii  la  formule  de  Caiichy  : 
T'ia) 


(10)      DLogr(a) 


Via) 


e-y  - 


1 


(1  +  rr 


dy 

y  ' 


(1  +  .v)" 


dy 

y 


58.  Formule  de  Gauss.  Constante  d'Euler.  —  En  faisant 
a  =  1  dans  la  formule  de  Cauchy,  on  obtient  la  relation  sui- 
vante, qui  définit  la  constante  d'Euler  C  : 


r'(l) 

(17)     -c=T[î|=^'(') 


1 


1  +y 


'Il 

y 


Soustrayons  cette  équation  de  (16)  ;  il  vient 


r'(a) 


+  G 


1 


\dy 


IVO  Jo\l  +  .r      (1  f  yr)  y 

et,  en  posant  l  +  y  =  l  :  x,  on  trouve  la  formule  de  Gauss 


(18) 


r'(») 


+  c 


1  1  —  x'^- 
0     i  —  X 


dx. 
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Si  a  t'st  ralioiiiicl,  on   priil   cITiH-liicr  riiih'j^ralioii  ;  en  par- 
liculicr,  si  (/  csl  un  ciilici'  ;;,  ou  a 


I  (/')  Jii  2      3  II  — 


r 


(]'est  de  cette  formule  (in'oii  se  serl  [joui-  calculer  C,  en 
utilisant  les  formules  (l'apiiroximaliou  de  l"(/i)  :  V(ii)  (pie  nous 
iiuliquerous  plus  loin.  La  valeur  de  C  est 

c  =  o,r)772  ir.()(;  inoi  :,:î2S... 

59.  Produit  de  Gauss.  —  (l'est  une  î^éuéralisation  de  la  for- 
mule d'Euler  (n"  5.")).   Changeons,  dans  la  formul(>  (IS),  a  en 

k 

a  -\ où   k  et   /(   sont  entiers,   eiisuitt'  la  variable  .v  et  a"  ;  il 

vient 

-^, ri  +  c  =-  \     (   X i /)  <IX ; 

,,/     ,   A:\  Jo  1  +x  J„  1— a:" 

\         n 

Faisons  k  =  0,  1,  2,...  (n  —  1)  et  ajoutons;  il  vient 


'•="  T{a  +  - 


n  ^  i'.    n.v"-' — .Y""-'^A-'> 

k\  }„  1— A- 


n  \  <lx 


I—  A"  1— A- 

Soustrayons   de   cette    éipialiou    n    fois    la    suivante,    tirée 
de  (18)  : 


4-  -f  4-  C  =      <Ix -j ; 

'"/)  J„       \1  —A        1  —A-/ 


r(?io) 
I 


il  vieid 

71 


DÉVELOPPEMENTS  EX  PRODUITS  INFINIS  81 

Le  second  membre  se  ramène  à  une  intégrale  de  Friillani 
(n°  25)  par  la  subsULution  .v  =  e~-;  il  devient  ainsi 

'M     T r-  —  ~t :  —  =  'M      — — '-^-^dz  =  —  nhogn. 

J 0  \ i  —  e-"~       1  —  e--/  z         ]a  z  "^ 

Remiilaçons  donc  le  second   membre  de  l'équation  précé- 
dente par  —  n  Log  n  et  intégrons  ;  il  vient 

n—  1 


^r(«)r(a  +  i)...r(a  +  ^ 


Log p— — =  —  on  Log  n  +  Log  C. 

On  détermine  la  constante  d'intégration  C  en  faisant  a  =  —,  ce 

n 

qui  réduit  le  produit  sous  le  logarithme  à  celui  d'Euler  (n°  55), 
II— 1      

dont  la  valeur  est  (2n)  ^  :  ['ii.  11  vient  donc,  pour  déterminer  C, 

n— 1 

Log^L-  =  Log—,      d'où       C  =  \/Ti{2tz)~^. 
On  obtient  ainsi  la  relation  de  Gaiiss 

En  particulier,  si  n  =  2,  on  retrouve  la  formule  (11).  On 
peut,  au  moyen  de  la  formule  (19),  en  donnant  successive- 
ment à  n  les  valeurs  3,  5,  7,  11...  restreindre  de  plus  en  plus 
l'intervalle  dans  lequel  le  calcul  direct  de  r(o)  est  néces- 
saire. 

60.  Expression  de  D"  Log  [\<i)  en  série  de  fractions.  — 
Changeons  x  en  c~^  dans  la  formnle  de  Gauss  (18)  ;  il  vient 

D  Log  r(rt)  +  G  =       "- ^dx  ; 

et,  en  dérivant  encore  une  fois,  ce  qui  se  fait  sous  le  signe 
d'intégration  (n°  23), 

Vol.  II  6 
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r);iiis  celle  iiiléH'raU',  .sui)slih[(iiis  le  développenieiil 

■I  n— 1  ,)— H.x  n  — 1  f,—in—i)x 


1  —  e-'=        „  1  —  e-''        0  .x: 

(9  étant  compris  eiili-e  0  et  1,  ear  le  (léiiominaleur  1  — e~''  = 
(,-x  ((..V  _  I)  est  >  xt'--^)  ;  il  vient 

D' Log  r(a)  ="2  (    ,V(>-(*--+«>-^  rZx  +  9  (    e-(''+"-'«  d.v 
0   J  (I  .1 0 

n-l  I  fl 

=    27-^   + 


0  (a  +  ky       a  +  n  —  1' 

Donc,  en  faisant  tendre  ;i  vers  l'inlini,  on  oi)lieiil  la  série 
absolument  et  unifarmcment  convergente  : 

(20)    D'Logr(a)  -^'i^     ^        =1+        ]..^+.     !.,,,  +  ■■■ 

61.  Formule  de  'Weierstrass  :  Développement  de  1  :  V((i) 
en  produit  de  facteurs  primaires.  —  Intégrons  l'éqnalion  (20) 
de  1  à  n  ;  il  vieni,  jniisipie  la  constante  d'Euler  C  =  — l'(l), 


DLogr(«)  +  c  =  l:(j 


1  1 


^  1  +  u       a  +  n 
et,  en  intégrant  encore  une  fois  de  1  à  a, 

(21)     Logr(n)  +  (1(0-  1)  =  li'~  -  Log"^ 

Si  l'on  change  a  en  «  +  1,  on  [>vn{  écrire,  plus  siini)leinenl, 

Log  r(rt  +   l)  +  Cm  =1  ("  -  Log  "  ^  " 


1  \"  'i 

Revenons  des  logaiillimes  aux  noinhies  ;  nous  obtenons  la 
formule  (le  ^Veic^strass 

(22)  \         =  e^-o  u({  +  ")("". 

l(rt  +  1)  1  \         n) 

Les  facteurs  de  ce  jjroduil  infini  sont  ce  que  Weierstrass 
appelle  des  facteurs  {iriinaii-es.  Ce  produit  peut  servir  de  point 
de  départ  pour  étendre  la  délinilion  de  V{a)  aux  valeurs  inia- 
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ginaires  du  paraniotre.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  cette 
question  pour  le  moment.  Cette  extension  peut  aussi  se  faire 
au  moyen  d'une  expression  de  r(o)  en  produit  infini,  expres- 
sion trouvée  par  Euler  et  retrouvée  par  Gauss,  que  nous 
allons  faire  connaître. 


62.  Formule  d'Euler  :  Expression  de  r(n)  en  produit  infini. 
—  Débarrassons  la  formule  (21)  de  C,  en  faisant  a  =  2  dans 
cette  formule,  puis  soustrayant  de  la  formule  (21)  la  formule 
ainsi  obtenue  multipliée  par  (a  —  1)  ;  il  vient 


Log  r(«)  =  s 


(rt  —  1)  Log 


2+  n 
[  +  n 


Lot 


a+  n 
1  +  n 


Effectuons  la  somme  des  termes  depuis  n  =  0  jusque  n 
m  —  2  ;  la  relation  précédente  peut  s'écrire 

1  +  n 


Log  r(a)  =  lim 


(a  —  1  )  Log  ;)i  +  il    Log 


a  +  n 


et,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

„,  ,       ,.  ,  1.2. ..(m—  1) 

1  (rt)  =  lim  •  m"»-!  — j- — ) — . 

Multiplions  encore  par  le  facteur  m  :  (a  +  m  —  1),  qui  tond 
vers  l'unité  ;  il  vient,  sous  une  forme  plus  commode, 


(23) 


r(rt)  =  lim  •  7)z"- 


1.2. ..(m—  1) 


,n=T.         a(a  +  !)...(«  +  m  —  1)' 
C'est  la  formule  obtenue  par  Euler. 


§  5.  Formules  asymptotiques 

63.  Expression  de  Log  r{a)  par  une  intégrale  définie.  — 

Rappelons  la  formule  de  Cauciiy  (16), que  nous  éci'iroiiscomme 
il  suit  : 


1"(")   _  f', 
V{a)        ^   '^ 


(1  +  y)-" 


'II. 

y' 


Le  second  membre  est  ainsi  décomposé  en  deux  intégrales, 
dont  la  seconde,  qui  est  à  limite  infinie,  est  seule  généralisée. 
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]\lais  c^!ll(^  iiilégriile  cuiivcrye  uiiiformciiicnt  j)i)Ui\  ii  (|iic  ii 
reste  supérieur  à  un  nombre  positif  s,  car  elle  est  la  difTérencc 
de  deux  autres  : 


\>-f-\: 


dy 


Il  (1  +  y)\v 

dont  la  i)reniière  est  ind(''[)(Midant('  de  n  l't  la  seconde  nnifornu'- 
mcnt  convergente  (son  élément  décrois-said  (iiiantlaauj^nienlc). 
Multiplions  donc  l'équation  de  Caucli>  par  da  et  intégrons 
de  1  à  (i{a^O);  on  peut  intégrer  sous  le  signe  (la  coiimt- 
gence  étant  uniforme)  et  l'on  trouve  l'inlégraic  luiifhiniénwnt 
convergente  (u°  23) 


Log  r(a)  =  ( 

jt 


{a^i)e-y  — 


A  +  y)-' -  (i  +  yr" 


Log  (1  +  y) 
Si  a  =  2,  ou  a,  en  particulier, 

\e-y        (1  +  y)--" 


dy 

y' 


0 


r/v. 


y        Log(l  +  y) 

Multiplions  par  (a  —  1)  et  soustrayons  de  l'équation  précé- 
dente ;  il  vient 


Logl 


Jo 


a—  1 


(1  +  y)-'  — (1  +  r)-" 


(1+rr 


dy 


Log(l  +  y) 


et,  en  posant  Log  (1  +  y)  =  x,  d'où  y  =  e"^  —  1, 


Log  T{a) 


(a-i)e'-- 


e-'-  —  e 
1  — e- 


dx 

X 


Enlîn  en  eliangeani  encore  .v  en  — .v,  nous  obtenons  l'inté- 
grale cherchée 


(24) 


Logr(«)  =  r'   ^ 


e'^- 


1 


(a-l)('- 


et  les  changements  de  variables  n'ont  pas  altéré  le  caractère 
de  convergence!  unilornie  poiii'  «^  t. 

Remarqne.  —  l'ji  multipliant  l'expression  précédente  \y,\v  du 
et  en  intégrant  de  a  à  <t  +  1  sous  le  signe  (ce  tjui  est  j)riinis,  la 
convergence  étant  uniforme),  on  obtient  une  expression  utile 
de  VintciiTale  de  Raahe  : 


(25) 


1 


çax 
X 


''-Ir 
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On  a  (railleurs,  eoiiimo  on  le  sait  (a"  55),  sous  forme  Unie, 

l-n  +  l  

I  =  \       Log  r((/)(/^(  =  a(Log  «  —  1)  +  Log  |  2r:. 

Ja 

64.  Fonction  de  Binet. — Soustrayons  la  formule  (25)  de  (24) 
et  ajoutons  membre  à  membre  avec 


1  ^  (■  °°  e-''  —  e-"-^  dx      f  0    e«*  —  e"  dx 

2^°^«^n   2 :7=         .^— 17^ 


tous   les    termes    qui    ne    rontiennent    pas    le    facteur    e"''   se 
détruisent  sous  le  sii-nc  \  et  il  vient 


(    Log  r(n)  -  I  +  ^^  =  J'^^  nx)e-^-, 


■dx. 
(26) 


(  ^(•^•)=x(e^:^-x+2 

L'intégrale  ((ui  ligure  au  second  membre  de  cette  formule 
est  une  fonction  de  a  ;  on  l'apix'Ue  fouctinn  de  Binet  et  on  la 
tlésigne  par  il{(i).  On  a  donc 

(27)  ii(^0  =  S"     /■(.v)("-j.v. 


En  remplaçant  dans  la  formule  (26)  l'intégrale  I  par  sa 
valeur  rappelée  à  la  lin  du  n"  précédent,  ou  obtient  la  formule 

(28)     Log  r(o)  =  Log  1  2^  +  L  —  ^\  Log  a  —  a+Q{a). 

Quand  n  tend  vers  l'infini,  il{a)  tend  vers  0,  de  sorte  qu'en 
négligeant  Li((i)  dans  la  formule  précédente,  on  obtient  la 
valeur  asymptotitiue  de  Log  r(a).  Mais  nous  allons  examiner, 
dans  le  n°  suivant,  les  formules  d'approximation  de  ii(a). 

65.  Série  et  formule  de  Stirling.  —  Dans  l'intégrale  (27), 
remplaçons  f{x)  par  le  développement  trouvé  au  n°  48  (form.  4) 
(0<6<1) 

B  B   v'  Bo      ov2"— J  B      v2n-2 

,29,  r-M-|f  +  ?|f +...+^^  +  «5^; 
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observons  (jiie  cliaciuc  ternie  s'intègre  par  la  forinnle 

r(2fc  +  1)  _  (2/c)! 


x"^"  c"'' dx  =  \    x'^"  e-"'' (Ix  = 


w 


fc+i  /f^ifc+i 


et  que  l'on  peut,  sans  changer  la  sigmlication  générale  de  0, 
en  vertu  du  théorème  de  la  moyenne,  faire  sortir  0  du 
signe  \  ;  nous  obtenons  la  Kérie  de  Stirlin^,  avec  l'expression 
du  reste  R, 

)    ^'      1.2  a       3.4a^^"       (2n— l)(2n— 2)a2"-3  ' 


(:W) 

/  K  =  fi 

(2n  — l)2no=^"-i' 


(  I^-^o..^"\o„75L>         (0<Q<1). 


En  iiarticulier,  en  faisant  n  =  1,  la  série  se  rculuil  à  R  ;  et  il 
1 
6' 


vient,  B^  étant  égal  ^, 


(31)  "(«)  =  0^=-r^. 

2a       12o 

Si  l'on  remplace  U(a)  par  cette  expression  dans  la  for- 
mule (28),  on  obtient  la  formule  de  Stirling  : 

i  Log  i'(rt)  =  Log  |/2-  +  (a  —  ^  j  Log  a  — a  +  —, 

(32)  _^        ,"^  g 
/                       r{a)  =  \2-a"-^e-''+^a 

Lorsque  a  est  égal  à  un  entier  /)i,  cette  formule,  multipliée 
par  m,  s'écrira  sous  la  forme 

1.2.3... 771  =  1  2-771  —J    e'^"', 

l'ésultat  (jui  a  une  grande  importance  dans  le  calcul  des  pro- 
babilités. 

66.  Remarques  sur  la  série  de  Stirling.  —  La  série  (.30) 
j)orte  le  nom  de  Stiiiiiif:;,  (pii  l'a  considérée  le  premier  mais 
sans  faire  coiinaitii'  l'expression  du  reste».  Celle-ci  est  liue 
à  Caiichy.  La  série  de  Stirling  prolongée  indéfiniment  est 
divergente,  quel  que  soit  le  noml)re  positif  a,  car,  en  recou- 
rant à  l'expression  (3)  donnée  au  n"  48  des  nombres  de  Ber- 
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lioulli,  1)11  reconnaît  facilement  qiu;  son  terme  général  croît 
au  delà  de  toute  limite  avec  n. 

Mais  il  est  très  remarquable  que  la  série  de  Stirling,  malgré 
sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très  exact  et  très  commode 
pour  le  calcul  de  0(rt);  et  l'approximation  que  l'on  peut  obtenir 
par  cette  voie  est  d'autant  plus  grande  que  a  est  i^lus  considé- 
rable. EiTectivement,  cette  série  est  ce  qu'on  nomme  une  série 
pscado-com'ergente.  Si  a  est  considérable,  les  termes  com- 
mencent par  décroître  très  rapidement  au  début  de  la  série,  et 
la  formule  (30)  montre  que  l'erreur  commise  est  de  même  signe 
et  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  terme  négligé.  On 
aura  donc  la  plus  grande  approximaliou  possible  en  arrêtant 
la  série  au  terme  qui  précède  le  ternie  minimum,  et  ce  terme 
minimum  sera  lui-même  une  limite  de  l'erreur  commise. 

67.  Valeur  asymptotique  de  D  Log  r(«).  —  Si  l'on  dérive 
les  formules  (27)  et  (28),  on  en  tire 

[    DLogr(a)=^Log«-i-  +  Q'(a), 
(33) 


/  Q'{a)  =  [      f{x)  xe"-"  ih 


En  remplaçant  dans  cette  intégrale  f{x)  par  son  développe- 
ment (29),  il  vient,  comme  plus  haut,  0  étant  compris  entre  G  et  1, 

"^   '  2a-       4rt^      ■■■      (2?i  — 2)a2"-2       2na^''' 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  qu'on  obtiendrait  en  dérivant 
directement  la  série  de  Stirling.  Cette  nouvelle  série  est  pseiido- 
com'ergente  comme  celle  de  Stirling  et  elle  convient  de  la 
même  manière  au  calcul  approché  de  ti'(o)  quand  «est grand. 

Les  formules  précédentes  fournissent  le  moyen  le  plus  simple 
de  calculer  la  constante  G  d'Euler.  On  tire  de  la  formule  établie 
au  n"  58,  et  i)our  m  entier, 

G=-l+^  +  |+-  +  ^^^  -  DLog  r(m). 

Il  suffit  de  choisir  m  sulfisamment  grand  et  d'évaluer  la 
valeur  de  U  Log  V{m)  par  les  formules  précédentes  ;  on  obtien- 
dra G  avec  une  approximation  aussi  grande  que  l'on  voudra. 
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Par  exemple,  en  faisant  m  =  10  et  on  prenant  les  six  premiers 
termes  du  dévc'lopi)einont  de  !.i'("')>  '"i  obtient  déjà  C  avec 
quinze  décimales  exactes  ('). 

68.  Valeur  asymptotique  de  Los  •]«  +  ^)-  Si  l'on  remplace 

a  par  (a  +  -)  dans  la  formule  (24)  et  qu'on  soustraie  l'équation 

ainsi  obtenue  de  (25),  tous  les  termes  qui  ne  foiilit'iuu'iil  pas 
c'"^  en  facteur  sous  le  signe  d'intégration  se  détruisent  encore, 
cl  il  vient 

[  I  —  Log r[rt  +  ^)  =  (  '    r'(-v)  c'"'<Ix 
(34)  '"^- 

Nous  poserons 


'^(^)-xU-7^=T 


(> 


a)  =  [      F(x)  e"^  ilx  ; 


alors,  en  remplaçant  1  par  sa  valeur,  nous  obtenons 

(35)    Log  rfrt  +  ^j  =  «(Log  «  —  1)  +  Logl  2^^—  «J,(«). 

Si  (i  augmente  indéfiniment,  !.ii(«)  tend  vers  0,  donc  l'inté- 
grale de  Raahe  est  la  valeur  asymptotique  de  Log  I  j«  ^-  -|. 

69.  Relation  entre  il(a)  et  i.ii('()-  —  Cette  formule  se  tire  de 
la  formule  de  Legendre  (n"  54)  : 

r(a)r("+-J)  =  ^r(2«), 

d'où 

Log  r(a)  -h  Logrfa  +  r]=  I^og  |  -  —  {2a  —  1  )  Log2  +  Log  r(2rO. 

Remplaçons  Log  V{a)  et  Log  r(2a)  par  leurs  valeurs  tirées 
do  la  formule  (28),  puis  Log  lia  +  -Iparsa  valourliroo(io(35). 


2/ 
il  restera,  après  la  suppression  des  termes  (pii  se  délriiiscnl, 

(3G)  o,(a)  =  <}(«)  — <->(2a). 


(')  Serret.  Courti  df  calcul  dil]'crcnticl  et  iiilcfirul,  t.  11,  1.S77,  p.  l'28. 
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70.  Intégrales  de  Schaar.  —  Les  fonctions  iî(a)  et  Q,(</) 
peuvent  s'exprimer  par  des  intégrales  de  différentielles  ration- 
nelles par  rapport  à  a.  Ces  formules  très  remarcjuahles  sont 
dues  à  Schaar  et  nous  allons  les  faire  connaître. 

Considérons  d'abord  ii(a).  \a\  fonction  f{x)  de  la  formule  (2()) 
a  été  iléveloppée  en  série  de  fractions  (n"  45)  ;  on  a  trouvé 

Les  termes  et  la  somme  de  cette  série  sont  des  fonctions  con- 
tinues et  positives.  Si  l'on  porte  ce  développement  de  f{x)  dans 
l'exijivssion  (27)  de  S.i{a),  on  peut  intervertir  les  signes  \  et 
il  (t.  I,  n"  326).  On  trouve  ainsi 

:"        2e"-^"fZx 


(37)        ii{a)  =  ^_ax)e"^dx  =  ï  J 


_x  X-  +  4k'-- 


2fc-.v 
Changeons  dans  chafiue  intégrale  .v  en et  intervertis- 
sons de  nouveau  les  signes  S  et  \,  ce  qui  est  permis,  les  termes 
de  la  nouvelle  série  étant  encore  des  fonctions  continues  et 
positives  ;  il  vient 

(.38)   iî{a)=A      ^^v  =  ^^^Log(l-e='^-. 

~J— xft    +.V-1       k  TTju      «- +  .V- 

C'est  la  première  formule  de  Schaar. 

La  seconde  intégrale  de  Sciiaar  s'obtient  par  la  relation  (3()); 
il  vient 

^■■^("^-.l.    «M:i^Log(l-e-)__^^^^    ^^^r:^Lo,il~e^^^). 

On  change  x  en  2x  dans  cette  dernière  intégrale  ;  il  vient 

ce  qui  est  la  seconde  intégrale  de  Schaar. 

71.  Développement  de  ii^ia)  suivant  les  puissances  néga- 
tives de  a.  Formules  asymptotiques  de  Gauss.  —  Si,  dans  les 
intégrales  de  Schaar,  on  substitue  le  dô^eloijpement  (0<^6<^  1) 


a 


a-  -i-x- 


1 

1  - 

x= 

Lx' 

— 

r  + 

a 

a- 

[a- 

a-  \     a- 
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cl  si  l'im  intôgrc  Icm'mio  à  lerinc,  en  icinai'quanl  que  0  ])i'ul 
soilii-  (lu  signe  \  en  vcrlii  du  lliéorriiu'  de  la  moyenne,  on 
oblieiuli'a  les  développements  de  iî{a)  et  de  *-*,(«)  suivant  les 
])nissaiK'es  négatives  de  n  avec  l'expression  du  reste.  On  voil, 
sans  qu'il  soit  néeessaii-e  de  l'écrii-e,  <|no  ce  fcste  est  de  incme 
signe  et  moindre  en  valenr  absolue  <iiu'  le  prciiiiei-  terme 
négligé. 

Les  coefficients  de  ces  développements  sont  exprimés  ainsi 
par  des  intégrales,  mais  il  est  inutile  de  considérer  ces  inté- 
grales, car  les  coetricients  du  dévelopjiement  île  ii(ii)  ont  tléjà 
élé  calculés  (;}())  : 

B^l       J^l        B^J_ 
1.2    a        .5. 1  (r        ij.6  a' 

et  ceux  du  dévelop|)emcnt  de  t2,(a)  s'en  d(''duisenl  par  la  rela- 
tion (3H), 

o  („)  =  ^  fi-  ^V'  +  '-^Mi---^^  +  'i^fi_iU  + 


'-M«)  =  ^'t^  i-.7,-.>:,7;        (o<e<i). 


1.2  \  2/rt  3.4  \  2Va^  5.6  \  2V  « 
Celte  série  est  divergente,  mais  elle  est  pseudo-eonvergente 
comme  celle  de  Slirling  :  elle  convient  de  la  même  manière  au 
calcul  approché,  l'eireur  commise  étant  égale  à  une  fraction 
du  jjrcmicr  terme  négligé.  Ainsi,  en  particulier,  en  prenant 
une  fraclioii  <lu  j)renîier  terme,  on  a 

J3^/         lU^     G_ 
1.2  \  2Ja       21rt 

Si  l'on  poi'le  celte  a})proxiniation  dans  la  formule  (^^5),  on 
obtient  la  formule  de  Gaiiss,  cpii  est  l'analogue  de  celle  de 
Stiiling,  mais  plus  avantageuse, 

(10)     Logr(«  +  !\  =  «(Logn  -  1)  f  Log|/27Ï-  — . 

1 

Soil  /(  un  eiilicr  ;  en  faisant  a  =  7i +  -,  on  obtient,  pour  I  éva- 
luation (les  factorielles,  la  (orniiile  suivante,  (pii  donne  un(> 
ineilii'inc  approximation  (pie  celle  de  Stirling  : 


_  0 

(11)       ;i!=12-\ "/        e~24M^      (0<0<1). 


CHAPITRE  IV 

Introduction  à  la  théorie  des  séries 
trigonométriques 


5^   1.  Séries  de  Fourier.  Conditions  nécessaires 
et  suffisantes  de  convergence 

72.  Séries  trigonométriques.  Formules  d'Euler.  —  On 
appoUo  série  trigonoinclriqnc  une  série  de  la  forme 

1 

(1)  -  «„  +  ï;  (fl,„  ces  m.v  +  hnifiinmx). 

où  X  désigne  une  variable  et  a,  h  des  coeOicients  constants.  Si 
cette  série  converge  quel  ({ue  soit  x,  elle  représenle  une  fonc- 
tion de  période  2-. 

C'est  EuLEU  en  ITô;^  qui  a  posé  la  question  de  savoir  si  une 
fonction  /"(.v),  arbitrairement  donnée,  mais  de  période  2-,  peut 
être  représentée  par  un  déveU)ppement  île  cette  forme  et  c'est 
lui  encore  qui  a  trouvé  les  formules  classiques  pour  la  déter- 
mination des  coefficients.  Voici  d'ailleurs  à  peu  près  comment 
il  procède  pour  effectuer  le  déveloijpement  de  la  fonction 
donnée  /'(.v). 

Posons  a  priori 

(2)  /'(v)  =  -^  +  S  («,„  cos  mx  +  /j,„  sin  m.v) 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  coeiricicnts.  A  cet  effet, 
multiplions  les  deux  membres  par  cos  nx  clx  et  intégrons 
terme  à  terme  de  0  à  2-  ;  opérons  de  même,  mais  en  mul- 
tipliant par  sin  nx  clx;  nous  trouvons  les  funnules  d'Euler  ou 
de  Fourier  : 

1  r-'t  1  fît 

(3)  "il  =  ^  \     f(x)  cos  nx  dx,  /j„=  — \     f  (x)  h'iii  nxdx, 

'■  Jo  ~  J(l 

(n  =  0,  1,2,...). 
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1ji  cITcl,  les  intégrales  tle  cos  inx  cos  nx,  de  siii  Jiix  siii  ;i.v 
el  (le  cos  inx  siii  nx  sont  nulles  enli-e  0  et  2-  si  m  osl  dilliM-ent 
de  II,  taudis  (iiu;,  si  m  =  ii,  la  dernière  seule  est  nulle  cl  les 
deux  premières  sont  égales  à  n  (t.  I,  n"  180). 

Mais  il  ini[)orte  d'ojjserver  loul  de  siiile  ([uv  vv  raisoniienu'Ml 
})ostule  :  1"  la  j)ossibilité  du  dévelo[)i)('nienl  ;  2'  la  [('giliniilé  de 
l'inlégralion  ternie  à  terme.  11  ne  prouve  donc  i-ien,  tant  (pie 
ces  deux  démonstrations  n'ont  pas  été  faites.  Aussi  iin|)ort('-t-i! 
d'al)()rd  de  i)ieu  [)ré(iser  les  (pieslioiis  (pie  nous  allons  traiter. 

73.  Séries  et  constantes  de  Fourier.  Problèmes  qu'elles 
soulèvent.  —  Soit  /'(.v)  un(>  fonction  susceptible  d'intégralion. 
Les  constantes  a,,  et  }>„  déterminées  par  les  formules  (;i)  s'ap- 
pell(>nt  les  constantes  (le  Fourirr  de  f(x)  ;  la  série  Irigononu'- 
lri(jue  (1)  formée  avec  ces  constantes  comme  coetlicients  et 
considérée  au  point  de  vue  purement  formel  (([u'elle  soit  con- 
vergente ou  non),  s'appelle  la  scric  de  I-\iiii'U'r  de  /'(  v).  Alors 
on  se  pose  les  (juestions  suivantes  : 

La  série  de  Fourier  de  f{x)  est-elle  convergente  ? 

Si  elle  converge,  a-t-elle  pour  somme  /'(.v)  ? 

Converge-t-elle  iinifoi-nicnwtit  '.' 

La  fonction  f{x)  peut-elle  admettre  un  déveloiipement  trigo- 
nométrique  autre  (pie  celui  de  l'^ouriei'  ? 

(Jes  (piostious  ont  donné  lieu  à  une  l'ouïe  de  Iravauv  int(*- 
ressants  dont  nous  allons  exposeï'  (|ucli|U(>s  ri'sultats.  Aucune 
d'elles  c('[)endanl  ne  peut  encore  être  considérée  comme  com- 
plèliMiKMd  ('[tuisée. 

74.  Hypothèses  sur  /'(.v).  —  La  fonction  /'(.v)  dont  nous 
allons  étudier  le  dévelop|)ement  sera,  jus([n'à  la  lin  du  clia- 
pitre,  soumise  aux  deux  conditions  suivantes  :  1"  c'est  une 
fonclion  pévUutUinc  de  période  2-  ;  2"  elle  est  intégrahlv  par 
les  procédés  (jne  nous  connaissons. 

Si /"(.v)  est  ahsolutni'iit  intégrahie,  c'est-à-dire  si  | /"(.v)  j  est 
inti'grable,  la  série  est  une  série  de  Fourier  au  .sens  propre. 
Dans  le  cas  contraire,  la  série  de  Fourier  de  f(x)  est  impropre. 
Nous  ne  nous  occuperons  d(>  ces  dernières  (pi':'i  la  liti  du 
chai)iti'e. 


SERIES  DE  FOURIER 


93 


75.  Sommation  de  la  série  de  Fourier  par  l'intégrale  de 
Dirichlet.  —  Soit  donc  f(.\)  une  fonction  de  période  2~  et  inté- 
graJde.  Ses  constantes  de  l'on  lier  sont  bien  déterminées  par 
les  intégrales  existantes  : 

1  C2ii:  1  C^Tt 

(4)     n„i=-\     /"(c.)  cos //iy.  (/a,         /',„=- \     f(y.)  Hin  my.  <ly.. 

t:  J  0  '7Î  .1  (I 

D'aillenrs,  par  suite  de  la  i)ériodicilé  de  la  fonction  sons  le 
signe,  on  peut  remjjlacer  l'intervalle  d'intégration  par  tout 
autre  de  même  amplitude  2-.  On  a  ainsi,  en  particulier, 

a„i  =  —  \        f(y}  eos  DiJ.  (1%,         />,„  =  -  \        f{y.)  sin  my.  dy. 

■^  J.ï— Tt  ■^  J.v— 7r 

Soit  S,„  la  somme  des  m  +  1  premiers  termes  de  la  série  de 
Fourier  de  f,  à  savoir 

I  ni 

S,„  =  ^  «0  +  ^  ("A:  cos  7c.v  +  J)k  sin  A:.v). 
Elle  devient,  par  la  substitution  des  valeurs  des  coefficients. 


S    =ir 


l  rx+Tz 


2  cos  k  {y  —  x) 


f{y.)  (h.  ; 


ou  encore,  en  remplaçant  la  variable  d'intégration  a  par  a  +  .y. 


-|-  ï  cos  ky 


f(y.  +  x)  dy. 


Mais,  en  sommant  pour  k  =  1,  2,...  m  les  m  équations  : 

sin  (/c  +  -^)  a  —  si  n  (  /v  —  — )  a  =  2  cos  ky  sin  ~  a, 

puis  en  divisant  par  2  sin  —  a,  on  trouve 

1       "'  sin  (m  +  77)  a 

(5)  o  +  ^  cos  fca  =  ^-^^ . 

"^        1  2  sin  -  a 


Enfin,  en  substituant  ce  résultat  dans  la  valeur  de  S,„,  on 
exprime  S,„  par  l'intégrale  suivante,  connue  sous  le  nom  d'/n- 
tégvale  de  Dirichlet  : 


(6) 


i  çrc  sin  {m  -\-  ^)  y 

Sn.  =  -  \      fix  +  a) j-^ dy. 

r.  2  sin  -^  a 


t: 
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La  c-oiivergence  de  la  série  de  Fourioi'  revient  donc  à  la  coii- 
vcrgenee  de  cette  intégrale  quand  m  (entier)  tend  vei's  l'inlini. 

Dans  l'élude  de  cette  convergence,  le  théorème  suivant  est 
tout  à  fait  foiulamental. 

76.  Théorème.  —  S/  hi  foni-limi  (V('/)  est  nhsolimwiil  inté- 
gvdhlc  (n"  71),  les  (U'jix  iiilriintlcn  . 

f  ''  \  '' 

\    F(7.)  sin  A:a  r/a,  \     l'^(a)  eus /ca  (/a, 

J  a  J  o 

tcndeni  vcz-.s  0  (iiiand  k  Iciul  K'crs  rinfini  d'iuic  niitiiicrc  ijurl- 
cojKinc. 

En  pdriiciilicr,  les  constantes  de  l\>nriei\  (i,,,  et  h,,,,  d'nne 
fonction  f(\)  iihstdiimeni  intéi^rdhle  tendent  re/'.s  0  qiinnd  m 
tend  \'ers  t'inlini. 

11  sudit  de  prouver  le  théorème  pour  la  première  des  deux 
intégrales,  le  raisonnement  étant  le  même  pour  l'autre. 

Premier  cas.  —  Si  F(a)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  h), 
celle  première  intégrale  ne  di Itère  de  chacune  des  deux  sui- 
vantes : 


["      ^0X\"      '^F(-/)sin/caJa 


([uc  pal' des  intégrales  inlliiinu;nl  [«'tiles  avec  l'intervalle  d'in- 
tégration supprimé.  Il  sultit  donc  de  montrer  cjue  la  somme  de 
ces  deux-ci  tend  vers  0.  Or  cette  somme,  après  la  subslitulion 

de  a  +  ^  à  a  dans  son  ])rcmier  terme,  s'écrit 
/c 


■"-T^ 


F(,.)-F(a+- 


sin  /va  (/a. 


(^)uau(l  k  tend  vers  l'inlini,  la  dill'érencc  entre  crochets  tend 
unilorniéinenl  vers  0,  donc  l'intégrale  tend  vers  0. 

Dkuxikme  cas.  —  Si  F(a)  est  discontinne  en  un  n<>ni])re 
limité  de  points,  on  ]ieul  admettre  que  ce  suit  aux  extr('niités 
(I  et  7)  seulement,  car  l'intégrale  considérée  peut  se  décom- 
poser en  plusieurs  autres  satisfaisant  à  cette  condition.  Aloi's 
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il  suffît,  ce  qui  ramène  au  i)reniier  cas,  de  démontrer  le  théo- 
rème pour  la  seconde  des  deux  intégrales  suivantes  : 

r  b  r b—e 

\   F(a)  sin  k%  (h.,         \       F(a)  sin  ka.  d'j., 

J a  J  a+e 

car  leur  différence  est  moindre  que  celle  des  deux  intégrales  de 
I  F  I  th.  prises  respectivement  entre  les  mêmes  limites  :  elle  est 
donc  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e. 

Troisième  cas.  —  Si  F(a)  est  à  variation  bornée,  il  suffît  de 
faire  la  démonstration  pour  F  positù'e  et  croissante,  car  toute 
fonction  à  variation  bornée  est  la  dilTérence  de  deux  fonctions 
positives  et  croissantes  (n"  33).  Ensuite,  si  F  est  positive  et 
croissante,  on  a,  par  le  second  théorème  de  la  moyenne  (n"  2), 
dont  la  démonstration  s'applique  aussi  bien  à  ce  cas, 

'  ''  ("  ''  cos  fcÇ  —  ces  kb 


çh  çh 

\    F(a)  sin  ky.  (h.  =  ¥{h)  \  ^  sin  kn.  (h.  =  F(7j) 
Cette  expression  tend  veis  0  pour  fc  =  co . 


77.  Convergence  uniforme  des  intégrales  précédentes.  — 
1°  Dans  les  deux  intégrales  du  théorème  précédent,  consi- 
dérons les  limites  a  et  b  comme  variables,  mais  dans  un  inter- 
valle fixe  (A,  B)  dans  lequel  |  F  |  est  intégrable.  Alors  ces 
intégrales  varient  avec  a,  ]>  moins  rapidement  que  l'intégrale, 
fonction  continue  de  a,  b  et  indépendante  de  k, 

\"\F\  cU. 

Donc  les  intégrales  du  théorème  sont  fonctions  uniforinc- 
ment  continues  de  a,  b  :  elles  tendent  donc  nniforménient 
vers  0  quand  k  tend  vers  l'infini,  puisqu'elles  tendent  vers  0 
pour  tout  système  particulier  a,  b. 

2"  Considérons  maintenant  l'intégrale 


J  a 


x)  sin  ky.  doL, 


qui  dépend  de  .v  variable,  mais  de  telle  façon  que  la  variable 
t  =  y.-r-x  ne  sorte  pas  d'un  intervalle  (A,  H)  où    |  F(/)  |    est 
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intégrahlo.  Par  la  substiliilion  de  y.  —  .v  à  a,  crlte  iiilégrale  se 
décompose  en  doux  autres,  iuiilti|ilir'('s  |)ar  des  facteurs  de 
modules  <^  1, 

rh+x  r  li+x 

(OS  Ar.v  \        F(y.)  sin  k-j- dy.  —  .siu/c.v\        F(a)  cos  ka  i/a, 

J  a  f  .V  J  a+.v 

aux(juelles   s'appli([uc  le  raisonnenieiit  lU'écédenl.    Donc  elle 
roin'criic  cnrorv  utiiforincmcut  rc/'.s  0  panv  k  iujini. 
3"  (Joiisidérous  eiiliu  l'inlt'j^ralc  plus  générale 

\  'F(a  +  X)  iî{y.)  s\n  ky  (h., 

Jn 

où    nous   supposerons   (pie  t2(-/)   admet  une  dérivée  continue 
!.2'(7.).  Dans  les  m("'mes  conditions  (pie  la  jirécédente,  clic  Iciid 
uni  forme  ment  ^t'crs  0  quand  k  tend  cfr.s  /'//(//ni. 
l'osons,  en  etï'el, 

*(a)  =  \    F(a  +  A)  sin  ky  dy  ; 

Ja 

cette  intégrale  devient,  ])ar  intégration  par  parties, 
<I)(7j)t2(/j)  —  \  '<I>(a)  t>'(a)  '/■', 


et  elle  tend  uniformément  vers  zéro  avec  •!»,  au(|uel  s'ap|)li(pie 
la  démonstration  précédente. 

Il  peut  se  faire  que  ti(a)  dépende  de  k.  La  démonstration 
précédente  subsiste  alors  sous  la  condition  (pie  ii  et  12'  restent 
bornés  quand  k  tend  vers  l'iiitini. 

78.  Théorème  de  Riemann.  —  Ln  manière  dont  se  com- 
porte la  séi-ic  de  Fonrier  de  f{x)  au  point  x  ne  dépend  (jue  de 
la  nature  de  f{x)  dans  le  voisinage  du  point  x,  pourvu  que 
f(x)  soit  absolument  intégrahle. 

En  effet,  si  nous  désignons  par  i2(a)  la  fonction  1  :  2  sin  .,»-, 
f[ui  est  continue  ainsi  que  sa  dérivée  dans  les  intervalles 
( —  -,  —  i)  et  (e,  T.)  (juclque  jietit  que  soit  s  positif,  l'inté- 
grale ((')),  ([ui  exjirime  S,„  (n"  Tf)),  devient 

S„,  =  M'    /-(.V  +  a)  t)(a)  sin  (m    f  j)a  da. 
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Donc,  en  négligeant  tieux  portions  de  celte  intégrale  qui 
tendent  nniforménient  vers  zéro  quand  m  tend  vers  l'infini 
(n"  77),  on  voit  que  cette  intégrale  converge  vers  la  même 
limite  et  de  la  même  manière  (uniforme  ou  non)  que 

l  rt  sin  (m  +  -^)  a 


f{x  +  a) 


da. 


sm 


79.  Forme  préliminaire  de  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  convergence.  —  Nous  allons  chercher  la  condition 
pour  (|ue  la  série  de  Fourier  d'une  fonction  absolument  inté- 
gra ble  converge  vers  une  limite  déterminée  S.  Ainsi,  S  est 
une  quantité  indépendante  de  m  mais  généralement  fonction 
de  X.  Multiplions  par  S  la  relation 

±  en   sin  (m  +  tt)  s'- 

^  J— TT       2  Sin  —  a 

qui  s'obtient  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  formule  (5) 
du  n°  75  ;  puis  soustrayons-la  de  l'équation  (6)  du  même 
numéro.  11  vient 


(7)     S,,.- S 


1 


[A-v-  +  y) 


sin  (m  +  ~)  a 
S] ^ A—  ch.. 


sin 


Donc, /)0((/-  (/»('  1(1  série  de  Fourier  converge  l'crs  S,  //  fdiit 
et  il  siilpt  qu'à  tout  nombre  w  positif  donné,  corresponde  un 
entier  positif  ^l,  tel  que  l'intégrale  (1)  soit  de  i^'aleur  a])Solue 
<^  w  sous  la  condition  m  >  M.  De  plus,  M  devra  être  indé- 
pendant de  X  pour  que  la  convergence  soit  uniforme. 

Mais,  dans  cet  énoncé,  nous  allons  successivement  i-em- 
placer  l'intégrale  (7)  par  d'autres  plus  simples.  D'abord  par 


(8) 


1  ft 


[f{x  +  a)  —  S]  sin 


(m+l)a" 


fZa 

a  ' 


ce  qui  est  permis,  parce  que  la  dilférencc  des  deux  intégrales 
tend  uniformément  vers  0  en  vertu  des  conclusions  du  n"  77. 
Cette  différence  est,  en  effet,  de  la  forme 


i 


F(.Y  4-  a)  sin 


m  + 


1 


sin 


rîa. 
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où  le  (loriiior  ci'oclict  csl  une  foiulioii  !.i('/)  coiilinuc  ainsi  <[ue 
sa  dérivée.  En  s(h'(jii(1  lien,  on  pcul,  reni|)lacer  l'intégrale  (8) 
par  la  suivante,  où  s  csl  un  nombre  i)ositif  aussi  petit  qu'on 
veut,  mais  indépi-ndanl  de  m  (et  de  x), 


(9) 


1 


f/X-V  +  a)  -  S]  sin 


'"  +  r,   y- 


(h. 

» 
a 


car  on  néj^lige  seulement  deux  porlions  de  l'intégrale  (8)  ipii 
tendent  (uniformément)  vers  zéro  (piand  m  Icnd  vers  l'inlini. 
Partageons  l'intégrale  (9)  en  deux  autres,  l'une  aux  limites 
—  e  et  0,  l'autre  aux  limites  0  et  e  ;  puis  ramenons  la  première 
aux  mêmes  limites  que  la  seconde  par  le  changement  de  signe 
de  œ;  l'intégrale  (!t)  sera  remplacée  par  l'intégrale  (11)  de  la 
règle  suivante,  (jne  nous  sommes  mainl(^iiant  en  droit 
d'énoncer. 


80.  Règle  de  convergence.  —  Lu  (■oudition  nécessairi'  et 
siiIJisdiiti'  pour  (jiic  in  série  de  Foiiriei-  d'une  fonetion  aliso- 
luinenl  iiitégriilile  f{x)  eonverge  (uniformément)  \'ers  S  est 
que,  (fuelque  petit  ipie  soit  le  nom})7'e  ]tositif'  donné  m,  on 
puisse  lai  faire  correspondre  ileu.x  nomltres  s  et  M  (indépen- 
dants de  x)  tels  ([n'en  posant 

(10)  (p(a)  =  f{x  +  a)  +  f(x  -  y.)  -  2S, 

l'intégrale 


(11) 


^],/^' 


(a)  sin 


/            ;        1 

\ 

dy 

"'  ^■  ô 

i''- 



[\ 

1 

a 

soit  de  module  <^  w  jiour  tout  etilier  m  >  M. 

Dans  celte  règle,  on  peut  laisser  Uwilier  la  condition  ijue  m 
soit  entier.  En  elTet,  si  l'on  retraïu-lic  de  l'intégrale  précédenti; 
celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  m  par  (m  +  G)  où  9  est  une 
fraction  et  //(  un  entier,  on  trouve,  a]>rès  avt>ir  transformé 
sin  [ni  +  0  +  2 )  a  —  sin  (/)i  i-   -)  y.  en  [)i'(><luit. 


Ga 


2  fE 


sin  - 


cos 


7?J  + 


+  1 


do., 


et   l'on    voit   (pie   cetlt^  différence  tend   unifornK'uu'nt   vers  0 
|)()ur  m  iiiliiii,  d'aïuès  les  conclusions  du  n"  77. 
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§  2.  Critères  de  convergence  des  séries  de  Fourier 

Donnons  d'abord  quelques  définitions  générales  : 

81.  Points  de  discontinuité  de  1™  espèce.  Points  régu- 
liers. Fonctions  à  variation  bornée.  —  Nous  dirons,  avec 
M.  Leresuue,  que  le  point  .v^  est  ui\  point  de  (liscontimiitc  de 
première  espèce  de  f'{x)  si  cette  fonction  a  une  limite  finie 
f(Xç,  —  0)  quand  .v  tend  vers  .v,,  en  croissant,  et  une  autre 
/'(■v„  +  0)  quand  x  tend  vers  .v,,  en  décroissant.  Si  ces 
deux  limites  étaient  égales,  la  fonction  serait  continue  au 
point  .v„. 

Nous  dirons  encore,  avec  M.  Lcbesguc,  que  le  point  x„  est  un 
point  régulier  si  /"(.Vj,  —  0)  et  /"(x,,  +  0)  existent  et  qvie  f(.v„) 
soit  leur  moyenne  àritlimétique.  En  particulier,  tout  point  où 
/"est  continue  est  régulier. 

Les  points  tle  discontinuité  d'une  fonction  bornée  non 
décroissante  (ou  non  croissante)  sont  toujours  de  première 
espèce,  en  vertu  d'un  principe  général  de  la  théorie  des 
limites  (t.  I,  n"  16). 

Une  fonction  à  ','ariation  bornée  (n"  33)  est  la  diiîérence  de 
deux  fonctions  j  et  '!fi  bornées  et  non  décroissantes.  Elle  ne 
peut  donc  avoir  que  des  points  de  discontinuité  de  première 
espèce. 

Dirichlet,  qui  a  traité  le  premier  rigoureusement  la  théorie 
des  séries  de  Foui-ier,  a  considéré  des  fonctions  bornées  n'ayant 
qu'un  nombre  limité  d'extrémés.  Ce  sont  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  de  Dirichlet.  Elles  sont  évidemment 
à  variation  bornée. 

82.  Choix  de  S.  —  Pour  les  fonctions  dont  nous  venons  de 
parler,  on  peut  choisir  la  valeur  de  la  quantité  S  qui  entre 
dans  la  définition  (10)  de  'f(y-),  à  savoir 

■f(y.)  =  f(x  +  a)  +  f(x  -  a)  -  2S, 

de  manière  que  '^(a)  tende  vers  0  avec  a.  Il  doit  être  entendu 
(jue  S  reçoit  alors  cette  valeur. 
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Ainsi,  si  la  l'oTiclion  l'sl  ronliniic  un  r(''^uli<'r(' ;iti  poiiil  .v,  on 
lait  S  —  /'(a)  ;  si  .v  csl  un  |Miiiit  de  iliscunl  innil('>  de  priMliirro 
espèce,  on  fa  il 

_  l\x  +  u)  +  /-(.y  —  0) 
S 2  • 

83.  Premier  critère  de  convergence  (1)im).  —  /.(/  sri-ic  île 
Fouricr  d'une  fnnetion  (iJisolnment  intégrahic  /(.v)  caiiverge 
'.•ers  /'(.v)  en  tniil  iHiini  i-égidier  tel  ([iie  l'inlégi-ale 

existe. 

C'est  la  conséquence  de  la  rèsle  du  n"  SO.  (Jin'i  (juc  soit  w 
positif,  on  peut  alors  prendre  s  assez  petit  ixaiicpie  cette  inté- 
grale soit  <  to,  auquel  cas  l'intégrale  (11)  l'est  (i  fortiori  (\ue\ 
que  soit  7».  Si  cette  condition  se  réalise  avec  e  indépendant 
de  X,  la  convergence  sera  uniforme. 

Ce  critère  donne  lieu  à  autant  de  ras  ])aiticuli('rs  (|u'il  y  a 
de  règles  d'existence  pour  l'intégrale.  Par  exemple,  l'intégiale 
existe  si  tj;(a)  est  inlininient  petit  d'ordre  >0  (juand  a  tend  versO. 

Donc  In  série  de  Fotirier  converge  en  tnni  point  x  (et  <fue 
f{x  +  a)  —  /'(.v)  soit  inliniinent  iielil  d'ordre  r  "  ■  0  /)«»;•  y.  -—  0. 
En  particulier,  toute  fonction  déri\'<ilde  est  représcnlahlc  en 
série  de  Fouricr. 

84.  Deuxième  critère  (C.  .Jonn.vx).  —  La  série  de  Fouricr 
d'une  fonction  absolument  intégriil)lc,f{x),  con\'crge  dans  tout 
intcri,'alle,  si  petit  soil-il,  (n'i  f{x)  csl  à  \uirialion  Itornée.  De 
plus,  la  convergence  sera  uniforme  dans  un  intervalle  inlc- 
ricur  à  un  iulcrv(dlc  de  conlinuilé.  La  somme  S  de  la  série 
sera  f{x)  en  tout  point  régulier;  en  un  point  de  discunlinnité 
non  régulier,  ce  sera 

/(.y-  +  0)  +  f(x  —  U) 
2 

Remarquons  (pie  si  /'(.\)est  à  \ariati(in  bornée,  .;(a)  l'est  aussi 
et  est,  par  eouséquenl,  la  dilîérence  de  deux  fonctions  positives 
non  décroissantes  (pii   tendent    vers  0  avec  a  (nniforniément 
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pour  X  variable  si  f{x)  est  contiiuie).  Or,  si  la  condition  do  la 
rè^le  du  n"  80  se  vérifie  pour  deux  fonctions,  elle  se  vériliera 
pour  leur  dilTcrence.  11  suffit  donc  de  la  vérifier  en  supposant 
(D  positive,  non  décroissanle  cl  Icndaul  (uniformément)  vers  0 
avec  a.  Ou  a,  dans  ce  cas,  en  remplaçant  m  +-  -^  par  A:,  et  trans- 
fornianl  par  le  s(>cond  Ihéorème  de  la  nujyenne. 

If'    ,   ,    .     ,     doL        cp(£)  f£  siu /ca              cp(£)  r»=£sina 
-  \     -iiy.)  sin  Ara —  =  -^^-^\    (h.  =  ^-^  \      lU. 

-J^  '^  '  a  TT    Je'       a  Ti    Jite'     a 

Cette  quantité  est  en  valeur  absolue  moindre  que  (') 

iU(3)|r^./a<|,(s)|. 

La  condition  de  la  lè^de  se  vérifiera,  m  étant  donné,  en  pre- 
nant £  assez  petil  poui-  (|u"oii  ait  |  w(£)  |  <^  (o.  Enfin,  à  l'inté- 
rieur d'un  intervalle  de  continuité  de  /",  cette  condition  peut  se 
réaliser  avec  un  z  indépendant  de  x,  ce  qui  achève  la  démons- 
tration. 

85.  Troisième  critère.  —  La  série  de  Foai-ier  d'une  fonction 
f(x)  ahsuLuineni  inlégrahle  converge  vers  La  limite  pour  a  =  0 
de  la  fonction 


1  f* 

ail'' 


(X  +  a)  +  f(x  —  a)J  (/a, 


en  tout  point  x  tel  que  cette  fonction  de  y.  soit  à  variation 
bornée  dans  l'intervalle  (0,  e). 

Soit  S  cette  limite,  toujours  existanle  dans  notre  liypothèse. 
Substituons-la  dans  cp(a)  (n"82)  ;  la  fonction  à  variation  bornée  : 

W{rj.)  =  M^^(a)  dy.  =  '  \\f{x  +  a)  +  f{x  -  a)  -  2SJ  t/a 


teiul  vers  0  avec  a  et  je  dis  que  la  règle  du  n°  80  est  applicable. 
En  elîet,  écrivons  k  au  lieu  de  m  +  ^  et  intégrons  par  par- 


(')  En  elîet,  l'inténrali'  <to  A:-'  i'i  kt  est  ta  (lillérciice  de  cetles  de  O  à  Are 
et  de  O  à  fce'.  Ces  deux-ci  sont  [jusilives  et  -^  que  l'intégrate  de  O  à  n, 
parce  que  cette  dernière  mesure  ta  plus  grande  arcade  de  la  courbe 
<P  =  sin  a  :  a  qui  se  compose  il'uue  suite  d'arcades  décroissantes  de 
signes  alternés.  D'autre   pail,  sin  a  :  a  est  -^  1. 
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li(>s  l'intcgralp  de  renouer  de  coite  règle.  11  vi(Mil 

(  '  •i(a)  siu  /ca  —  =  W(z)  sili  kz  —  (  '  W{y.)  a  (1  ^}RJ^ 


Soit  (.)  positif  donné.  On  peut  prendre  £  assez  petil  pour  que 
le  terme  intégré  soit  <^  w  quel  (jue  soit  k  (donc  ni),  car  '^(s) 
leiid  vers  0  avec  £,  donc  '!'"(£)  aussi.  Reste  à  montrer  (|u'(>n 
jjout  aussi  réaliser  cette  condition  innir  l'intégrale. 

Comme  W  est  à  variation  bornée,  on  peut,  ainsi  f{iH>  dans  1(> 
numéro  précédent,  raisonner  sur  W  comme  sur  une  fonelion 
positive  non  décroissante.  Alors,  par  le  second  théorème  de  la 
moyenne,  l'intégrale  revient  à 

,,,,  ,r"     ,sin/c7.                   .          £                f^sin/ca 
4'(£)  \    ad =  W(î)  [sin  /ca]  ,  —  H'{s)  \  ^ (h.. 

Donc,  en  prenant  £  et,  avec  lui,  W{t)  assez  petits,  on  rendra 
la  valeur  absolue  de  cette  expression  <^  w  tpiel  que  soit  k. 

Si  T(£)  tend  uniformément  vers  0  quand  .v  varie,  la  conver- 
gence sera  uniforme. 

Il  est  assez  facile  de  montrer  que  ce  critérium  contient  les 
deux  précédents. 

ï:^  2.  Exemples  de  développements  en  séries  de  Fourier 

86.  Cas  de  fonctions  non  périodiques.  Séries  de  sinus  et 
séries  de  cosinus.  —  On  peut  avoir  à  développer  une  fonction 
non  périodique  dans  un  intervalle  d'amplitude  2-,  par  exemple, 
dans  l'intervalle  ( —  -,  +  -).  On  revient  alors  au  cas  de  la 
fonction  périodique  par  l'artilice  suivant  : 

Soit  F(x)  la  fonction  proposée.  On  lui  substitue  une  fonction 
/■(.v)  de  période  2-,  délinie  par  la  condition  d'èlre  égale  à  F(x) 
dans  l'intervalle  ( —  -  +  0,  -).  Le  développement  de  f{x)  en 
série  de  Fourier  sera  celui  de  V{x)  dans  l'intervalle  ( — 7t,  +  -). 

Los  propriétés  de  f{x)  feront  connaître  la  manière  dont  la 
série  se  comporte  aux  exti(''niit(''s  de  Finlervalle.  Sujjposons 
l''(.v)  el,  par  suite,  /"(.v)  à  variation  i)oiiiée.  Pour  .v  =  -,  la 
somme  de  la  série  sera 

/■(-  —  0)  +  /•(-  +  0)   _   F(-  —  0)  +  F(—  -  +  0) 
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Donc,  si  F  est  continue  innis  non  périodique,  les  extrémités 
de  l'intervalle  se  comporlent  exactement  comme  des  points  de 
discontinuité.  Au  contraire,  si  F  est  continue  et  reprend  la 
même  valeur  aux  points  .v  =  ±  -,  la  convergence  sera  uni- 
forme dans  toiil  intervalle  d'après  le  critère  de  Jordan 
(n"  84). 

On  peut  aussi  se  proposer  de  développer  F(.v)  en  série  de 
cosinus  (ou  de  sinus)  seuls  dans  un  intervalle  d'amplitude  -, 
par  exemple  dans  (0,  -).  On  substitue  alors  à  F(.v)  une  fonc- 
tion f(x),  paire  (ou  impaire),  de  période  2-,  définie  par  la  con- 
dition d'être  égale  à  F(.v)  dans  l'intervalle  (0,  -).  Le  dévelop- 
pement de  f'{x)  sera  le  développement  cherché,  car  il  ne 
contient  que  des  cosinus  si  /  est  paire,  que  des  sinus  si  /"est 
impaire. 

87.  Exemples  de  séries  de  sinus.  —  Les  coefficients  7),„  du 
développement  en  série  du  sinus  sont  (/' étant  impaire)  fournis 
par  les  formules 

■K 

iru      2r~      2[rT     r^ 

h,a=-\      =-\      =-    \     +\      f{y.)îiinmy.(h. 

2 

d'oîi,  en  changeant  -  en  Tt  —  a  dans  la  dernière  intégrale, 

b,n=-\\f{y)  —  (-  1)'"  n-  —  y)]  sin  »la rfa. 

■^  Jo 

Premier  exemple.  —  Soit  à  développer  -  :  4  dans  l'inter- 
valle (0,  Tt)  ;  on  a  /(a)  =  f(-  —  a),  donc  h-ik  =  0  et 

r¥  1 

/)2fc+i  =  \    sin  (2/c  +  1)  a  (h  =  2k^rï- 

Par  conséquent,  entre  U  et  -  (limites  exclues), 

-         .  sin  3x       sin  5x 

_  =  sin.v  +  -3-  +  -^+... 

Entre  —  -  et  0,  la  série  a  pour  somme  —  -  :  4.  Pour  x  =  0, 
sa  valeur  est  0,  moyenne  des  valeurs  de  part  et  d'autre  de  ce 
point,  conformémenl  aux  théories  générales. 
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Dei'xième  Exr.Mi'i.E.  —  Soit  à  (l('V('lo|)|)or  ™  —  -  dans  riiilci- 

4       2 

vallc  (0,  -).  Ou  a  /'(a)  =  — /'(-  —  a),  donc  h.k+i  =  0  et,  en  inté- 
grant par  parties, 


'-s:( 


2a\  1  1    rT  1 

1 I  sin  2ky.  ih.  =  — y—  \     cos  2/ca  d%  =  -y  ■ 

2/c         Al..  Ju  2/c 


Par  conséquent,  entre  0  et  -  (limites  exclues), 

71       X       sin  2x   ,    sin  4x       sin  6.v 
4       2  2  4^6 

et  la  série  est  encore  discontinue  ponr  .v  =  0. 

Si  l'on  soustrait  ce  déveloj)peinent  du  précédeni,  il  \  icnt 

X         .             sin  2.\:       sin  3.v       sin  4.v 
_=.s.„.v 2-  +  ^3 ^+... 

et,  les  deux  membres  étant  impairs,  celte  nouvelh^  formule  est 
valaljle  entre  —  -  et   +  -  (limiles  exclues). 

De  même,  en  ajoutant  les  mêmes  développements, 

-  —  X        .  sin  2x       sin  3.v 

et  cette  formule  est  valaljle  de  0  à  2-  (limites  exclues),  parce 
que  les  deux  membres  changent  seulement  désigne  cpiand  ou 
change  .v  en  2-  —  x. 

88.  Exemples  de  séries  de  cosinus.  —  Les  coefTlcients  «„, 
du  développement  en  série  de  cosinus  sont  (/'  étant  i)air(') 
fournis  par  les  formules 


2ç~       2r^     [f"      f" 

r(,„=-\        =-       =     \     +\     /"(a)  cos;»-/ (/a 
(l'on,  en  changeant  /  en  -  —  y.  dans  la  dei'uière  intégrale, 

«m  =l\'\f{-^)   +   (-   I)'"  IV-  -  -')!  '-^'^  '»■'  'I-'- 

■-Jii 
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PrtEMiEH  EXEMPLE.  —  Soil  à  (Ic vcloopei'  ^  —  —  dans  l'iiiler- 

4        2 

vallc  (0,  -).  CoiniiK'  f(y.)  --=  —  /'(-  —  a),  on  a  «2fc  =  0  <^'t,  en  inté- 
granl  par  parties, 


"2A.-+1 


5;(l-^)cos(2A:+l)a.a^^^^5;sin(2/c+l).,/., 


d'oîi  r(2A.+i  =  2  :  (2/c  +  1)"  -.  Par  conséquent, 


^  _  X  _   2 
T~"2  ~  Iz 


cos  3a:       cos  5x 

CCS  X   +  ^, \ +    . . . 


Cette  égalité  est  valable  entre  0  et  -,  limites  comprises. 
Deixième  exemple.  —  Soit  à  ([(''vclojjpfr  sin  p.\  (/»  iMitier) 
dans  l'intervalle  (0,  -). 

Si  p  est  pair,  f(a)  =  — /"(-  —  y.)  ;  donc  y.ok  =  0  et 


4  C'a  4n  1 

«2fc+i  =  —  \    sm  />-/  cos  (2/c  +  1)  y.  (h.  =  -^  — —- -— . 

-  Jo  -  p-  —  (2/c   I    1)- 

Si  /)  est  impair,  f(-j.)  =  /(-  —  y.)  ;  donc  o^it+i  =  0,  et 


a-ik  = 


4  f  2    . 
-^  \    sm  /) 


a  COS  2ky.  ily. 


4p         1 


71  7>'^  -  (2/c)^ 


Il  vient,  en  définitive,  entre  0  et 


sinyjx 


4p 

4p 


cos  X       cos  3x       cos  5x 

+  ~. 77:7  +  ^; ^  -h  ... 


;)^ —  1      /)- — 3-      71- — 5°- 
1         cos  2x       cos  4x 


(/)pair) 
(/)  impair). 


Troisième  exemple.  —  Soit  à  développer  Log  (2  sin  ^^    en 

série  de  cosinus  dans  l'intervalle  (0,  -).   On  a  d'abord   (t.   1, 
n-  190) 

"0  =  —  J^'  I^og(2  sin  ''\  (ly  =  2  Log  2  —  -^  (  "  I^ogfsin  ^)  ch.  =  0. 
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l'iiisiiilo,  on  iiitéf^rant  par  pai'lics,  puis  par  la  foiiuiilc  (ii    .">) 
(In  n"  7.'), 


(',„  = 


cos  vi'J.  Logj  2  sin       )  d-j. 


m-  Jo 


sin  ui'j.  cos- 


ch. 


-  <l'j. \ (ly.  = 

m-Jo        „    .     y-  m 


JUTZ    \ 


2  sin 


2  sin 


On  a  donc,  entre  0  et  tt, 
—  Log(2  sin^ 


cos  2x       cos  3.V 

cos  a:  h 1 \-  ... 


Si  l'on  écrit  an  premier  membre  —  -  Log  (4  sin-j-j,  les  denx 

membres  seront  pairs  de  période  2~  et  la  forninle  subsistera 
tliiel  ([ne  soit  .v.  La  fonction  considérée  ici  n'est  \Ans  bornée, 
elle  est,  en  elîet,  inlinie  pour  .v  =  /c-. 


^  4.  Séries  de  Fourier  quelconques 


S 


89.  Intégration  des  séries  de  Fourier.  —  TnÉonîi.ME.  — 
Une  .scric  de  Fourier  (même  dh'ergente)  de  fonction  ahso- 
liunrnt  inlégralile  (n"  71)  i>enl  toujours  être  intégrée  terme  à 
tenue  dnn.'i  un  intervulie.  Si  les  limites  de  rinler\'(ine  vm-ieut, 
la  convergence  est  uniforme.  (Lebes(ii  e). 

K\\  cITet,  considéi'ons  le  développement  fornn'l 


(1)        /-{AO-.^n,. 


^  {(i,„  cos  mx  +  /)„,  sin  mx), 
I 


le  signe  •— — >  signitiant  sculcnicnl  (pie  le  second  membre  est  la 

série   de   Fourier   du    pi-emier,    donc   que   «„,   et   /)„,   sont    les 
constantes  de  l^'ourier  de  /"(.v). 

Soit  F(.v)  l'intégrale  du  premier  membie  entre  U  et  .v  ;   on 
aura  la  relation 


(•-!) 


F(27:) 


/■(•v) 


ilx  =  0. 
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Mais  F,  étant  coutinuo  et  à  variai  ion  bornée  et  s'annulant 

aux  limites  0  et  2-,  peut  se  développer  en  série  île  Fourier 

iinifornn'inent  com'crgcntc  entre  0  et  2-  (n°*  84  et  86),  sous  la 

forme 

A„      ^ 
(3)  F(.v)  =  — i  +  ï  (A,„  ces  mx  +  B,„  sin  mx). 

Les  coeffîcients  de  Fourier  de  F  se  ramènent  à  ceux  de  f 
par  une  intégration  par  parties.  En  elTet,  les  termes  aux 
limites  s'annulant  par  (2),  il  vient,  pour  m  ^  1, 

A„,=  —  \     F(.v)cosm.vfZx= \     F'{.v)sin  mxdx  = ^'• 

-  Jn  m-  Jo  m 


B,„  =  —  \      F(.v)  sin  ;)i.v  dx  = \     F'(.v)  cos  mx  dx  =  — ^' 


Substituons  ces  valeurs  dans  (3).  Eliminons  ensuite  A„  et 
soustrayons  membre  à  iiiembre  de  l'éipiation  (3)  ainsi  trans- 
formée celle  qu'elle  fournit  pour  x  =  0.  Nous  trouvons,  pour  .v 
compris  entre  0  et  2-,  le  développement  uniformément  con- 
vergent 

p,      ^  ^Jhn  (1  —  cos  mx)  +  a,n  sin  7>i.v 
T  m 

C'est  précisément  ce  (pi'oa  obtient  en  intégrant  le  second 
membre  de  (1).  L'intégration  est  donc  permise  entre  0  et  2-  et, 
par  siiile,  dans  tout  intervalle  à  cause  de  la  périodicité. 

90.  Sommation  des  séries  de  Fourier  divergentes.  —  Som- 
mer mw  série  de  Fourier  di^'ergente,  c'est,  connaissant  cette 
série,  déterminer  la  fonction  génératrice.  En  d'autres  termes, 
c'est  déterminer  /'(.v)  quand  on  connaît  ses  constantes  de 
Fourier. 

Le  théorème  précédent  fournit  un  preniier  procédé  pour 
résoudre  cette  question,  car  il  permet  de  déterminer  l'inté- 
grale indéfinie  de  f(x)  et,  par  conséquent,  f{x)  lui-même  i)ar- 
tout  où  f'{.x)  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indélinie,  en  parti- 
culier partout  on  /(.v)  est  continue. 

Ce  procédé  de  sommation  est  indirect.  On  peut  aussi  se  ser- 
vir  des   procédés   généraux  de   sommation  des  séries  diver- 
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f^('iil(>s  ('■IikIu's  |):ii-  m.  I?()iii:i,  (Lt'çons  sut-  les  séries  <li\-ci- 
^cnlrs).  .Nous  allons  iii(li(jiii'r  en  (|ii(ii  ils  loiisisli'iil . 

91.  Procédé  général  de  sommation  des  séries  divergentes. 
—  Lo  [irocédi''  de  M.  Bori-I  consislo  à  multiplier  les  Icrmes 
siicccssirs  de  la  série  di ver^''('nt(^  ])i'0|)os(''(\  à  sa\'oii' 

»„  +  »,   +  •••  +  II,,  +  ■■■, 

respeci ivciiii'iil  par  des  facUMirs,  ronelioiis  d'un   parauièlic  ;•  : 

"„(''),  ",('■),•■■  ",.('•)-••• 

(pii  son!  jiosilils  et -^  1,  iu)n  croissanls  d'un  l'acliMir  au  sui- 
vant, et  leudeul  tous  vers  l'uuilé  cpiaïul  r  leiul  Ncrs  une  eer- 
taiue  limite  i\.  On  f(U-me  ainsi  une  s('iie  auxiliaire 

Ou  s'arrange  tle  manière  (]u'elle  converge  tant  que  /■  n'al- 
(eiid  pas  sa  limite.  Alors  si  la  somme  de  la  série  auxiliaire, 
ipii  (li''])eud  (le  ;•,  lend  veis  une  liniile  (piaud  /'  tend  vei's  ;■„, 
cette  limite  sera,  par  délinil  i(Ui,  la  siunme  (au  sens  généralisé) 
de  la  série  i)roi)osée. 

Cette  généralisation  sérail  évidemmenl  iuidile  si  Ton  n'avait 
le  théorème  suivant  : 

THÉoÈiME.  —  L(i  somme  (l'une  série  iiii  sens  gcncralisc  eoïii- 
cidc  (K'ee  lu  somme  un  sens  nnlinaire  cluiiine  fais  (/i/c  In  série 
converge. 

Les  termes  de  la  série  auxiliaire  tendent  \-ei's  ceux  de  la 
[Udposée.  Reste  à  inonlrei'  ([ue  l'on  pcul  passer  à  la  liniiti" 
dans  chaque  terme  et,  à  cel  ellVI,  (pu'  la  convergence  de  la 
séi'ie  pro[)os(''e  entraine,  pour  /•  variable,  la  convergence  »;(/- 
fnrme  de  la  s(''iie  auxiliaire. 

Soit  2  un  uomlu-e  positit.  l'osons 

H„  =  »„   f  (;„|  1  -t-  ••• 

La  séi'it'  ('(atit  couvergcnle,  (ui  peut  assigner  un  nniuhreN 
tel  ((ue  ]  U„  I  soit  <I  s  pour  ;(  >  N.  Le  reste  ■.„  de  la  série  auxi- 
liaire est 

p„  =  f(„(H„— R„fi)  +«„  I  i(H„  ,  1— H„+2)  +  «n+2(H/,|2— H„+:))+  ••• 
--«„H„-f  («„,  1  —  "„)  H„+i  +  («H+2 — O/i+i)  Riifa  +  ••• 
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Tous  les  R  soiil  (le  moiliilo  <^  z,  toutes  les  parenthèses  néga- 
tives, tie  sorte  (jne,  \h)iii  n  ">  X,  ou  a  aussi 

I  p;i  |<E  [««  +  (<in  —  (i„  II)  -H  •••]  <  2sr(„  <  2  e. 

Doue,  N  étant  indéiiendaut  de  /-,  la  convei'gence  est  uni- 
forme. 

92.  Procédé  de  la  moyenne  arithmétique.  —  Le  procédé  de 
souimatioii  ([ui  pi'écède  avait  déjà  été  appliqué  par  Poisson 
aux  séries  de  l'ourier.  Poisson  faisait  «„  =  ;•",  r  teudaid  vers 
l'unité.  Nous  avons  fait  coniunlre  nous-mêmes  un  nouveau 
procédé  du  même  genre  (*).  Nous  laisserons  ces  méthodes  de 
côté  et  nous  allons  étudier  le  procédé  lie  la  moyenne  (iritluné- 
tiqiie,  que  M.  Fejèr  a  applicjué  avec  beaucoup  de  succès  à  la 
théorie  des  séries  de  Fourier.  Ce  procédé,  qui  rentre  aussi 
dans  les  procédés  généraux  de  M.  Borel,  consiste  à  attribuer 
comme  somme  à  la  série  considérée,  dont  les  ;i  +  1  premiers 
termes  ont  pour  somme  8„,  la  limite  jioiir  n  infini,  rpiand  elle 
existe,  des  quantités 

(4)  T„  = ! =  —   1    (;(  —  A:)  Uk- 

n  n  fc  =  o 

Les  facteurs  (i  de  la  nuMliodc  (h»  M.  Horel  sont  ici  de  \;\  forme 

Il j  et  tendent  vers  l  <iiiand  le  [)aramètre  n  (au  lieu  de  /•) 

tend  vers  l'infini.  Mais  les  coeflicients  a  deviennent  Ions  nuls 
à  partir  d'un  certain  rang,  ce  qui  peut  être  considéré  comme 
un  avantage,  les  sommes  t„  définissant  alors  des  suites  trigo- 
nométri([iies  finies. 

(Jiiand  la  série  est  convergente,  le  j)rocédé  de  la  moyenne 
arithmétique  coïncide  avec  le  procédé  de  sommation  ordinaire, 
en  vertu  du  théorème  du  n"  précédent.  Mais  la  réciproque  n'est 
pas  toujours  vraie.  Elle  l'est  cependant  dans  un  cas  impor- 
tant, comme  le  montre  le  théorème  suivant  : 

93.  Théorème  de  Hardy-Landau.  —  Lorsi/n'iiiie  série 
»,,  4-  »,  f  n„  +  ■■■  est  positi^'e  on,  plus  généralement,  telle 
que  le  produit   mu,„   reste  supérieur  à  un   nomJ)rc  négatif 


(*)  Bulletins  do  l'Ac<idémie  Royale  de  BelgUpie,  a"  3,  tU08. 
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//.Vf  —  A,  alors,  si  la  sci'ic  est  siiniiiuildc  ixtr  le  iirocrdc  de 
1(1    moyvuuc   <irilliinéli<[iic,    elle    csl    fiiinwfii'cnU'    et    au    lui 
troin'c,  par  cn/f.sc'i/f/c;;/,  la  luèiiif  soiniiu'  jutr  le  pnivédé  de 
.somiiuition  oi-diimirc. 
Soit,  comme  ci-dessus, 

0  0 


On  en  lire,  jionr  loiil  cnlici-  /> 


'/', 


/11— 1 

ï     Sfc  =   mn,„  —  (m  —  /))7,„-  ,,   -   /''m-  ,,  ^  '"(^m  —  ^m-,,)- 
m — p 

m+p—\ 

i:       S,  =    (m    -t     p)'7,n+,,  —  "l'm  =   p-ym+p  —  "l(^m  +  ;,  —  7,„). 
m 

Mais  on  a,  ])our  k  compris  entre  m  —  p  el  m,  et  poui-  /  eom- 
pi'is  entre  m  et  m  +  p,  la  i)arenlli('.se  dans  les  expressions 
ci-dessous  renfermant  au  plus  p  termes, 

Sfc  =  S,„  —  («fc  +  i  +  ••■  +  »,„)  <  S,,,  +  p  ; 

m  —  p 

A 

S/=  S,„  +  (//,„+,  +  •■■  +  «,)>S,„  — ;)— . 

Substituant  ces  limites  dans  les  précédentes  équations,  et 
divisant  |)ar  /),  on  en  tire 

m  —  p  Ji 

jn  '        p  ' 

Soit  S  la  limite  tie  i,,,.  l<"aisons  tendre  m  vcis  l'inlini,  el 
m — /)  avee  lui,  mais  de  nuiiuère  (pie  p  :  //(  Iciide  vers  un 
nombre  positif  donné  c  d'une  petitesse  arbitraire.  Nous  tirons 
des  relations  précédentes 

eA 

lim  S,„  +  -, ^  S,         lim  S,„  —  eA  -4-  S. 

l  —  e 

Donc,  î  étant  arbitraire,  Uni  S,^  —  S. 

94.  Intégrale  de  Fejér.  —  Dans  le  cas  des  séries  de  l'\)urier, 
3-„i  s'exprime  par  une  inléf^rale  lemarquable,  (pi'il  fani  rap- 
procher tle  celle  de  Diriclilet,  et  que  uous  appellerons  intc^j^ralc 
de  Fejér. 
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La   somme   S„i   étant   fournie    pai-    l'iiilégrale  de  Dirichlet 
(u"  7.")),  il  vient,  en  elîel, 


m— 1 

s   sin  (  k  + 


-  ^-r  ■  i)' 


2  sm  —  a 


et,  en  utilisant  la  formule  de  sommation  suivante  : 

.     a  "'7'  .    /,         i\       "'-'cos/ca — cos(fc+l)a       1  —  cos  Hia 
sm-  L  -"(^-  +^)=^=S  ^ L  =  _^— , 

on  trouve  l'intégrale  de  Fejér  : 

^2  8m-aj 

a 

Si  Ton  remplace  (l  cos  my.)  par  2  .siir  m  -^et  la  variable  dMii- 

tégratioïi  a  par  2a,  cette  intégrale  se  ramène  à  la  forme 
(<i)  -,n  =  \y{x  +  2a)  +  f(x  -  2.)]  (^^Jd... 

L'intégrale  de  Fejér  présente  sur  celle  de  Diriclilel  un 
avantage  précieux  :  le  facteur  qui  multiple /"  est  essentielle- 
ment positif,  ce  ipii  autorise  l'usage  du  théorème  de  la 
moyenne.  Nous  allons  immédiatement  nous  en  servir. 

95.  Théorème  obtenu  par  l'application  du  théorème  de  la 
moyenne  à  l'intégrale  de  Fejér.  —  Si  l'on  désigne  par  L  et  l 
les  Itornes  supérieure  et  inférieure  de  f  supposée  bornée, 
toutes  les  sommes  t,,,  de  Fejér  sont  intermédiaires  entre  l  et  L. 

En  effet,  le  théorème  de  la  moyenne  s'aj)pliquant  à  l'inté- 
grale de  Fejér,  <7,n  est  comprise  entre 

J^rf        ^,^         2Lr^isinm^V 
mn  }  Il  m-  Jo  \   sin  a  / 

c'est-à-dire  entre  l  et  L,  car,  pour  77i  ^  1,  on  a  nécessairement 

(7)  ^rk/sinm^V      , 

mil  Jo  \  sin  a  / 

l'intégrale  de  Fejér  se  réduisant  à  cela  quand  /'se  réduit  à  1, 
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M.  I'^('j(''r  a  (Ic'duil  de  là  iiii  iiVsMllal  très  élégant  : 
Si  f{\)  es/  lionicc  rominc  ci-ilcssiis  par  les  deux  noinlircs  l 
et  li  et  si  les  motliilcs  des  in-odiiits  nui,,,  et  inh,„  de  ses  con- 
sliiiiles  de  Fitiiriev  juir  leur  indii-e  ne  surpassent  pas  deux 
uoiuhres  fixes  A  <■/  H  (/uei  ijue  suit  m,  alors  une  somine  S,,^ 
tiueleiiuiiue  de  la  série  de  l\>urier  est  e(ini])rise  (■/(/;•(■ 

l  —  (A  +  H)         et         L  +  (A  +  B). 
En  L'ITcl,  l'équalinii  (I)  du  ii"  !I2  ])eiil  s'('crire 

1  "    ' 

T„    =    S„_, 1     /Cfîfc. 

"     Il 
Dans  Molli'  liyixjllièse,  dm  a 

I  kiik  I  =  I  k{ak  cos  kx  +  hi,  sin  kx)  j  <;  A  +  B. 

Par  conséquent,  t,,  —  S„_|  osl  compris  entre  ±  (A  +  B). 
D'ailleurs  n,,  étant  compris  cidre  /  cl  L,  on  ohlienl  ainsi  le  lliéo- 
rèinc  éiunicé. 

Bemaroue.  —  Le  HM'orèmc  pi'i'ccdcnt  est  toujours  aj)[)licable 
aux  fonctions  ([ui  sont  à  vaiialion  !)oriiée  dans  loul  l'iiilcr- 
\  aile  d'amplitude  2-.  En  ell'cl,  nia, a  ci  nib,,,  sont  essentielle- 
ineut  li<a-nés  quand  la  fonetion  est  à  s'ariation  bornée.  Il  siillit 
de  le  prouver  pour  une  fonction  non  ilécroissante.  On  a,  dans 
ce  cas,  ])ar  le  deuxième  tlu'oi'ème  de  la  moyenne, 

—Y   /'(.Y)  cos  mx  dx  =  tizLiÛ  [^     4-  l^[l  cos  mx  dx, 

~  J-it  ~      j— n        ~    J; 

donc 

fi-  ^)  -  A^)   «i'>  m- 


dm    = 


TT  m 


et  une  formule  analog'ue  i)onr  /j,„,  ce  (jui  pronve  la  j)i'o])osilion. 
Api'Lication.  —  On  a,  entre  0  et  2-  (n"  87), 


Tt  —  A-       sin  X       sin  2x      sin  3.x 

— ^=— i—  +       »      +       ., 
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Dans  ce  cas-ci,  l  = ^,  I-  =  +  -^'  ^  =  '*>  B  =  1  ;  donc,  quel 


que  suit  /(,  la  somme 


sin  X      sin2.v  sin  nx 

1       '       2      ^         '         n 


est  comprise  entre 


(î-)- 


96.  Condition  de  convergence  du  procédé  de  M.  Fejér.  — 
Supposons  /(.x)  absolument  intégrable.  Cherchons  la  condition 
pour  que  n„^  tende  vers  une  limite  déterminée  .S.  A  cet  effet, 
soustrayons  de  l'équation  (6)  l'éfiuation  (7)  du  n"  précédent 
multipliée  par  8.  En  jjosaut,  comme  précédemment, 

(8)  -A  y.)  =■  f(x  +  2'/.)  +  f(x  —  2a)  —  2.S, 

il  vient 


m- Jo  \  siu  a  / 


La  condition  pour  que  7,„  tende  (uniformément)  vers  S  est 
que  cette  intégrale  tende  (uniformément)  vers  0.  D'ailleurs, 
quelque  petit  que  soit  s  positif,  on  peut,  de  proche  en  iiroche, 
remplacer  dans  cette  condition  l'intégrale  précédente  par  les 
deux  suivantes  : 

1   f^  /  ,/sinma\-                   If"/  , /sin  ma \ 2 
\    c;(a)    (h.,  \  -f (a)    rfa, 

car  les  différences  de  chacune  de  ces  intégrales  à  la  suivante 
s'expriment  par  les  intégrales 

1    ff  ,  ,    .    .,        /  1            1     \  ,             1   Ç^  /  N  /sinm:tr- 
\    cs(a)  sur  ma  — ^^—    rfa,         \    a(a)    dx, 

qui  sont  respectivement  de  modules  moindres  que 


m 

Vnl.    II. 


t:  te 

l-]„      ''  '  '  \  a-       sur  a/  m-c^Jo 
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cl  tendent,   par  conséqiuMit,  imiforniénient    v(>rs   0   (|iiaiHl    m 
tend  vers  l'inlini.  De  là,  la  refile  suivante  : 

RÈGLE.  —  .S(  f(x)  est  nhsnlmnent  intégrahle,  Ut  (■(indition 
nécessdirc  et  niiljisanlc  pour  (juc  ■7,,,  iciulc  (iinifoniirincnl) 
<,'ers  S  est  que,  ù  tant  nombre  positif  lo,  on  puisse  faire  cor- 
respondre deux  nombres  t  et  M  (iniléjieiidaiits  de  x)  tels  ([ue 
Vintégrdle 


M- Jo''      \       a       / 


/M7 

soit  de  module  <C  w  pour  tout  entier  m  >  M. 

Cette  condition  est  évitieminent  réalisée  si  .i(a)  tend  vers  0 
avec  a,  car  alors  on  peut  i)rendre  e  assez  petit  pour  que  |  '^(a)  | 
soit  <^  (0  tant  ([ue  a  est  <^  e,  auquel  cas  l'intégrale  précédente 
est  de  motlnle  moindre  que 


m'^h<iu~)'"-î 


cette  dernière  intégrale  ayant  été  calculée  au  i\°  24. 

C'est  ce  qui  arrive  :  1°  en  tout  point  de  continuité,  en  faisant 
S  =  f(x)  ;  2"  en  tout  point  de  discontinuité  de  première 
espèce,  en  faisant  2S  =  f{x  +  0)  +  f{x  —  0).  De  plus,  la  con- 
vergence sera  uniforme  dans  tout  intervalle  intérieur  à  un 
intervalle  de  continuité.  De  là,  le  théorème  suivant  : 

97.  Théorème  de  Fejér.  —  Le  procédé  de  In  moyenne 
aritlimédqne  permet  de  sommer  la  série  de  Fourier  d'une 
fonction  f(x)  absidument  intégrable  en  tout  point  de  conti- 
nuité de  f(x)  ou  en  tout  point  de  discontinuité  de  première 
espèce.  La  somme  ainsi  altribnée  à  la  série  sera 

fi.)     on      ii-_±^)  +  ri—^n^ 

suii'ant  le  cas. 

Corollaire  1.  —  Si  la  si-ric  de-  Fourier  converge  en  un 
point  de  conliiiuilc  ou  de  disconlinuilé  de  [jrcmière  espèce, 
elle  doit  donc  nécessairement  converger  vers  les  valeurs  indi- 
quées dans  le  Ihéorème  précédent.  C'est  un  cas  particulier  du 
théorème  établi  au  n"  91. 
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Corollaire  II.  —  Si  les  produits  ma,n  et  rnl)„i  sont  bornés, 
le  proiluit  //(/(,„  où  »,„  est  le  terme  général  de  la  série  de  Fou- 
rier  est  boiiié  aussi.  On  peut  applicpier  le  théorème  de  Hardy- 
Landau.  Donc 

Si  les  produits  nui,,,  ci  inh„,  sont  bornés,  la  série  de  Fourier 
conit'erge    vers   f{.\)   en    tout   point    de    continuité    et    vers 

— -[(fx  —  0)  +  f{x  +  0)]  en  tout  point  de  discontinuité  de pre- 

mière  espèce. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  fondions  à  variation  bornée  dans 
tout  intervalle,  d'ai)rès  la  remarque  du  a"  95.  Nous  retrouvons 
ainsi,  dans  un  cas  particulier,  le  critère  de  M.  C.  Jordan  (n°  84). 

§  5.  Singularités  des  séries  de  Fourier 

98.  Singularités  des  séries  de  Fourier  de  fonctions  con- 
tinues. —  Une  série  de  Fourier  peut  présenter  deux  genres  de 
singularités  qui  méritent  de  fixer  l'altenlion.  D'abord  elle  peut 
diverger  sans  que  la  fonction  cesse  d'être  continue.  C'est  la 
singularité  de  P.  du  Bois-Reymond,  qui  l'a  signalée  en  1876. 
Ensuite  elle  peut  représenter  une  fonction  continue  sans  con- 
verger uniformément  dans  un  intervalle  de  continuité.  C'est  la 
singularité  de  M.  Lebesgue,  qui  l'a  signalée  en  1905. 

M.  Fejér  a  indiqué,  pour  former  ces  singularités,  des  pro- 
cédés systématiques.  Celui  que  nous  allons  exposer  est  imité 
des  siens. 

99.  Remarques  préliminaires.  —  Posons 

,  /sin  .V      sin  2a;  sin  nx 

Nous  savons  (n"  95)  que  cette  fonction  ne  peut  surpasser  en 
valeur  absolue  une  constante  fixe  A  quels  que  soient  n  et  x. 
Soit  maintenant  m  un  entier  >  n  ;  les  deux  fonctions  : 

'f{n,  x)  sin  mx,         —  '^(;i,  .v)  cos  inx, 

admettent  la  même  boi-ne  absolue  A.  Leurs  développements 
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de  l''()iiii('i',  l'ciils  dans  l'ordi'c  iiidiiicl  des  Iciiiics,  sont  respec- 
tivenicnl  k-s  .sdinnies  liniih'cs  do  tosimis  cl  de  si  nus  ri-dessous  : 


(I) 


^,   cos  (/)(  —  /•).v         ^',    (OS  {m    i    /').v 
^,  sin  (zn — r)x        ^',  siii  (m  +  r)x 


(]e  sont  les  propriétés  des  sommes  partielles  de  ces  deux 
déveloi)pcmcnls  qui  voul  nous  servir.  Nous  ai)})elons  d'ail- 
leurs somnn'  luirliellc  d'un  développement  de  i''ourier  (doni 
les  termes  sont  rangés  dans  l'ordre  naturel)  la  somme  d'un 
groupe  quelcoiuiue  de  fei mes  consccutifs  de  ce  développement. 

Première  propriété.  —  Quand  x  Vdfic  tic  '2k-  +  i  ù  2k-  + 
(27T  —  e),  on  peut  n.s.s/gJK'/"  <tnx  suinnics  iHn-lirllcs  des  ilé^'elo/)- 
pements  (1)  et  (2)  une  Ixirne  absolue  L(£),  (/(//  ne  dépend 
que  de  t. 

\\  suffît  évidemment  de  prouver  cela  pour  les  sommes  des 
deux  types  suivants  (dont  les  sommes  partielles  en  question 
ne  sont  que  des  combinaisons  linéaires  très  simples)  : 

^,  cos  (m  +  r)x  ^,  sin  (m  +  r)x        _,.,,.     , 

w ,  _  -^  ^.s  —    1,  d.,  .5..   ). 

r=l  '  /•  =  ]  ' 

car  le  changement  de  signe  de  /•  revient  à  ceux  de  m  et  de  x. 
Le  module  de  chacune  tle  ces  sommes  est  moindre  que  celui 
de   l'expression  obtenue  en  ajonlani  à  la  [)reniière  somme  la 
secoiule  multipliée  par  (  (ou  1  —  1),  à  savoir 

e"  '    " 


r^i    r 


Mais,  comme  le  facteur  1  :  ;■  est  positif  et  (h'croissanl,  cette 
expression  adnu'l,  en  xcrlu  du  théorème  d'Ahel,  la  même 
borne  absolue  (pie  l'eusenible  des  expressions  : 


I  e** 1  n-      ■         ^ 

2i  sm  -- 
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OÙ  .S  =  1,  2...  Ces  expressions  soiil  ilc  modules  <^  1  : 


sin- 


et  ont,  par  conséquent, pour  Ijorne  l  :  sin  ^■ 

Deuxième  propriété.  —  Si  .v  tend  vers  2k-,  la  propriété 
précédente  disparaît  et  l'on  voit  apparaître,  dans  les  dévelop- 
pements (1)  et  (2)  respectivement,  le  germe  des  singularités  de 
du  Bois-Reymond  et  de  Lebesgue. 

En  effet,  jiour  .v  =  2/c7:,  le  dévelop])ement  (1)  contient  une 
somme  partielle,  inlininienl  grande  avec  n,  à  savoir 

^->  -->I^og;i. 

1    '  Ji        ' 

Pour  X  =  (-  :  2//i)  +  2k-,  le  développement  (2)  contient  aussi 
une  somme  partielle,  inliniment  grande  avec  n,  à  savoir 
{m  étant  >  /() 

m  —  ;■ 


.      m  —  /• 

" 

\      m 

2J.  ;^ 

r 

=  1 >  Log  n  —  1 . 

r  1    r        m 

100.  Construction  des  singularités.  —  Soit  maintenant 
rt,  +  Oj  +  ■••  une  série  illimitée  convergente  à  termes  positifs. 
Considérons  deux  suites  do  nombres  entiers  croissants  7j„, 
Cii{l>,i  <C  c„),  définis  par  leurs  inilices  7i  =  1,  2,...  Formons  les 
deux  séries  : 

V- 

(I)  -  (In  'i(Ii,n  V)  sin  (f„.V)  =  *(x), 

71  =  1 

(TI)  —  ^  (i„  f  (/'.M  .V)  cos  {r„.\)    -  'l'(.v). 

Il    I 

Ces  deux  séries  sont  absolument  et  uniformément  conver- 
gentes, car  leurs  termes  sont  de  modules  moindres  que  les 
termes  correspondants  de  la  série  h  termes  positifs  Ailn,,.  Donc 
les  deux  séries  ont  pour  sommes  des  fonctions  de  .v  toujoius 
continues. 

Faisons  croître  h„  assez  rapidement  pour  que  le  produit 
a„  Log7)„  croisse  à  l'infini  avec  n.  Alors,  par  la  deuxième  pro- 
priété ci-ilessus,  le  tlévelopjjoment  de  Fourier  du  terme  géné- 
ral de  (I)  renferme  une  somme  partielle  infiniment  grande 
avec  /!  pour  .v  =  2k-  ;  celui  du  terme  général  de  la  série  (11) 


118  ciiAi'iritE  IV.  sÉniES  tri(;o.no.mi';tri(jl"e.s 

une  somme  partielle   inliiiimeiit  grande  avec  /)  dans  le  voisi- 
nage de  X  =  2k-. 

Faisons  croître  c,,  avec  n,  assez  vite  pour  (pie  les  iléveloppe- 
inents  de  Fouriei"  do  deux  termes  consécutifs  de  la  série  (I)  ou 
de  la  série  (1!)  ne  rcTifernionl  i)as  de  termes  seiid)lal)lcs  et  ne 
puissent  passe  réduire  cidre  eux.  11  suilil  iioui'cela  de  faire  (*) 

''n  >  (';i-l    +   l>n-\    +    l>n- 

Alors  les  séries  de  Fouricr  des  fonctions  *P  et  W  s'obtiennent 
en  écrivant  tout  simplement  à  la  suite  les  uns  des  autres  les 
développements  de  Fourier  des  termes  consécutifs  des  séries  (1) 
et  (11).  Les  sommes  partielles  relatives  aux  termes  généraux 
de  ces  deux  séries  sont  aussi,  dans  ce  cas,  des  sommes  par- 
tielles des  développements  de  Fourier  des  fonctions  *i>  et  M'. 

Donc  la  .série  de  Fourier  de  <l>  est  dii,'ergente  pour  x  =  2k~; 
celle  de  W  ne  i)eiit  eom'erger  uniformément  dans  le  i>'oisinage 
de  X  =  2/cTT. 

Par  contre,  quekpie  petit  que  soit  s,  ces  deux  séries  de 
Fourier  convergent  unift)rmément  vers  les  fonctions  *I>  et  W 
dans  l'intervalle  de  2k-  +  s  à  2kr.  +  (2-  —  s).  Démontrons-le 
seulement  pour  la  première,  le  raisonnemeni  élanl  le  même 
pour  les  deux.  La  somme  S„i  des  j)remiers  termes  de  la  série 
de  Fourier  de  <1)  se  compose  d'une  certaine  somme  s„_i  des 
premiers  termes  de  la  série  (1),  plus  une  somme  partielle  du 
développement  de  Fourier  du  terme  suivant  de  (1);  ce  terme  est 

ti,ri{l>„,  .v)siu  (c„  .x). 

Donc  cette  dernière  somme  partielle,  do  module  moindre  que 
«„  L(£)  i)ar  la  jjremière  propriété  ([ui  i)récède,  leiid  uniformé- 
ment vers  0  (piaïul  n  (ou  m)  tend  vers  l'intini.  Elle  est  sans 
iniluence  sur  la  convergence,  do  sorte  que  la  série  de  Fourier 
de  <i>  converge  de  la  même  façon  que  la  série  (1). 

Les  séries  do  Fourier  do  '!>  et  M'  no  peuvent  donc  cesser  de 
converger  ([ue   pour  les  valeurs  2/c-.  Nous  avons  vu   tantôt 


(*)  On  ivaliseia,  par  oxoniplo,  loiitos  ces  coiulilions  par  li'  choix  : 
2/1 
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que  celle  de  <!'  diverge  :  elle  présente  donc,  aux  points  x  =  2k-K, 
la  singularité  de  P.  du  Bois-Reymond.  Celle  de  W,  au  con- 
traire, converge  pour  x  =  2/c-  puisque  tous  ses  termes  sont 
nuls  ;  mais  nous  avons  vu  tout  à  l'heure  qu'elle  ne  peut  con- 
verger uniformément  autour  de  ces  points  :  elle  présente  donc 
aux  points  x  =  2fc-  la  singularité  de  Lehesgue. 

Les  deux  séries  de  Fouricr  de  <1>  et  de  4'  sont  respectivement 
des  séries  de  cosinus  seuls  et  de  sinus  seuls,  mais  elles  ont  les 
mêmes  coefficients.  Ou  dit  que  les  deux  séries  sont  conjuguées. 
Les  fonctions  >l'  et  M'  fournissent  donc  un  exemple  de  deux 
séries  de  Foarier  conjuguées  ]n'ésentant  l'une  la  singularité  de 
P.  du  Bois-Reymond,  l'autre  celle  de  M.  Lehesgue.  C'est 
M.  Fejér  qui  a  construit  le  premier  exemple  réalisant  ces  con- 
ditions. 

101.  Remarque.  —  Si  l'on  modifie  les  définitions  des  fonc- 
tions <1>  et  4'  en  remplaçant  .v  par  ;i.v  dans  le  terme  général  des 
séries  (I)  et  (II),  les  fonctions  <1»  et  1"  ne  cessent  pas  d'être  con- 
tinues. La  série  de  Fourier  de  '!>  devient  divergente  pour  toute 
valeur  de  x  coramensurable  à  -,  mais  nous  ne  savons  plus 
comment  elle  se  comporte  pour  les  autres  ;  la  série  de  Fourier 
de  ^V  ne  peut  plus  converger  uniformément  dans  aucun  inter- 
valle, mais  nous  ne  sommes  jjIus  assurés  qu'elle  converge. 

§  6.  Séries  trigonométriques  quelconques 
Unicité  du  développement 

102.  Théorème  de  Cantor.  —  Lor.'iqu'une  série  trigonomé- 
trique 

(1)  yiai„cosmx-\    /),„  siii  ;h.v 

est  convergente  dans  un   inter^^alle,  .ses  coefficients  tendent 
vers  zéro  quand  m  tend  rec.s  rinfini. 
En  posant 

(i,n  =  p„i  cos  '/.,„,         h,„  =  p,„  sin  ).„,, 

la  série  prend  la  foi-me 

(2)  Si,,,  cos(.v— /.,„) 
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et  si  p„i  Iciul  vors  (I,  a,,,  et  /)„,  I(mi(I('iiI  ;iussi  vi^rs  0.  Nous  sup- 
poserons donc  qiH',  dans  ceUo  série  (2),  il  y  nit  une  infinité 
do  p,„  supérienrs  à  un  nombre  k  ^  0  et  nous  allons  montrer 
(1U(>  tout  int(>i'valle  o  contient  un  point  de  di verp;'('nce. 

Soi!  /)  un  nombre  ([uelcon(|iUMloniH'' ;  montrons  d'abord  (|ue 
Iniil  inteivalle  d'amplitnde  o  en  contient  un.  autre  o'  où  un 
terme  au  moins  d'Iudiec  ~"  ■ /)  de  la  série  (2)  sera  de  moilule 
>  /c  :  2. 

En  elïet,  un  ternie  dans  lequel  p„i  est  >  k,  satisfera  à  cette 
condition  à  la  eoiidilion  de  prendre  7?i  ^ /)  et  7?i  ^  -  :  o,  car 
alors    l'intervalle    o    contient    an    moins    un    point    x'    où 

I  ces  7n(x'  —  \n)  ]  =  1  ft,  par  conséquent,  au  moins  un  inter- 
valle o'  où  ce  même  eosinns  est  de  module  ^  — • 

Parcourons  maintenant  les  termes  successifs  de  la  série  (2). 

II  y  a  un  premier  terme  satisfaisant  à  la  condition  d'avoir  son 
module  ^  fc  :  2  dans  nu  intervalle  contenu  dans  o,  soit  V  cet 
intervalle  (où  le  })remier  à  ^anelie  eii  cas  d'ambiguité)  ;  il  y  a 
un  premier  terme  après  celui-ci  dont  le  module  surpasse  k  :  2 
dans  un  intervalle  contenu  dans  o'  ;  soit  o''  cet  intervalle,  et 
ainside  suite.  La  suite  illimitéed'irdervallesemboitésS,  o',  o",... 
admet  au  moins  un  [)oint  conimuii.  I']n  ce  poiid,  une  iutinité 
de  termes  de  la  série  (2)  sont  de  modules  ^  A:  :  2  et  la  série  est 
tlivergente. 

103.  Dérivée  seconde  généralisée.  —  St)it  /'(.v)  une  l'onction 
de  X.  Nous  poserons,  pour  sini|)lilier  l'écriture,  celte  dilTérence 
seconde  A"  ayant  cepeiulaut  ici  une  déllnition  particulière, 

A-YX-v)  -  /'(-v  +  h)  +  f{x  -  h)  -  2/-(.v). 

La  (h'Th'i'-c  scroaih'  fxriirrdlisce  de  /'(.v)  est  la  limite  pour 
h  =  0,  ([iianil  elle  existe,  An  quolient 

^[{xl  ^  f(x  +  h)  +  f(x-h)  —  2f(x) 
Iv  h-" 

Cette  limitt'  est  égale  à  la  dérivée  seconde  ordiindre  en  tout 
point  .V  où  cette  deiuièrc  existe,    l-ai  elTet,  la  déri\(''e  première 
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existe  alors  aux  eiivii-ons  di-  .v  i'\  l'on  a,  par  la  l'oiiiiulc  de 
Caiicliy  (1.  I,  u"  66), 

.  /i-  2f)/t  ^    -.    ^    ;• 

Ce  ra[)porl  leiul  la  (l('-riv<V'  vors  /'"(.v),  supposée  exislaiite, 
quand  h  li'ud  vers  U. 

104.  Théorème  de  Sch-warz.  —  Une  fonction  dont  la  dcri- 
K'éc  scronde  i^vnci-dliséc  est  consttdiunciit  nulle  dtins  un  inter- 
valle  (d,  ])),  est  une  fonction  tinédirc  dans  cet  intervalle. 

Observons  d'abord  ([ue,  poui-  /)  sulTisammeiil  petit,  A-/"(.v) 
est  <^  0  eu  tout  point  où  f(x)  est  maximée,  et  >  0  en  lout 
point  où  celte  fonction  est  minimée. 

Donc  une  fonclion  ne  peut  pas  avoir  de  maximum  dans  un 
inlervalle  où  sa  dérivée  seconde  généralisée  est  pailont  posi- 
tive (et  non  nulle),  ni  de  niinininm  si  la  dérivée  est  négative 
(et  non  nulle). 

Soit  /"(.v)  une  fonction  continue  dont  la  dérivée  seconde  géné- 
ralisée est  nulle  dans  tout  rinlt'rvallc  ((/,  7;)  ;  on  peut  déter- 
miner une  fonction  linéaire  p.v  +  q  j)reuant  les  mêmes  valeurs 
que  f{x)  aux  deux  limites  de  l'intei'valle.  Alors,  ([uel  fjue 
soit  £  positif,  la  fonclion 

/■(.v)  —  (/..v  +  q)  +  z(x  -  a)  (h  ^  X), 

qui  s'annule  aux  deux  limites  a  et  h,  ne  sera  pas  négative 
dans  l'intervalle,  sinon  elle  aurait  nu  minimum  (ce  qui  est 
impossible  car  la  dérivée  seconde  généralisée,  —  2e,  est  iH'ya- 
tive).  Pour  une  raison  analogue,  la  fonction 

/■(.v)  —  {px  +  q)  —  £(-V  —  a)  (I,  —  A) 

ne  pcHit  être  positive.  On  a  donc,  dans  (a,  h), 

—  4x  -a){h-x)4,  /(.v)  -  {i>x  +r/)<  E{x  _«)(/,_  .V)  ; 

et,  en  faisant  tendre  e  vers  0,  il  vient  (C.  O.  V.  D.) 

/■(.v)  =  /).V  +  (/. 

Ce  théorème  peut  être  généralisé  de  la  nmnièrc  suivante  : 
Xoil  /'(.v)  //;(('  fonction  (lyant  une  <léri<.'ée  seconde  généra- 
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Usée  nulle,  siiiif  en  nn  Jiomh?-e  limité  de  pointu,  dans  un 
inter\'alle  (a,  h)  ;  si,  en  eliacun  de  ces  points  singuliers,  lu 
l'onetion  est  continue  et  que  l'on  ait 

/i=0         'l 

/(/  fonclion  f{\)  se  réduit  encore  à  une  fonction  linéaire  dans 
tout  rinteriy'alle. 

En  ellet,  d'après  lo  thôorème  do  Scliwarz,  la  courbe  y  =  f{.\) 
se  réduit  à  une  ligne  polygonale  continue,  dont  les  sommets 
correspondent  aux  points  singuliers.  Soit  x  l'abscisse  de 
l'un  il'eux,  la  condition 

,^u..^l^nn.  A-v  ^/o-r(-v-)_„../-(-v-/o-r(x) 

h  h  —  h 

exprime  que  les  deux  cotés  aboutissant  à  ce  même  sommet  ont 
la  même  direction.  Ils  sont  donc  dans  le  prolongement  l'un  de 
l'autre  et  la  ligne  polygonale  se  réduit  à  une  seule  droite. 

Corollaires.  —  Le  théorème  de  Schwarz  fixe  le  degré  d'in- 
détermination d'une  fonction  dont  la  dérivée  seconde  géné- 
ralisée est  donnée  :  Deux  fonctions  ([ui  ont  la  même  dérivée 
seconde  généndisée  (finie)  ne  peus'cnt  différer  que  par  une 
fonction  linéaire. 

Plus  généralement,  deux  f(mctions  qui  ont  la  même  dérivée 
seconde  génércdisée  (finie),  sauf  en  nn  nombre  limité  de 
points  singuliers,  ne  diffèrent  que  par  une  fonction  linéaire, 
pourvu  qu'elles  soient  continues  et  qu'elles  satisfassent  tontes 
deux  ù  la  condition  lim  l''f:  h  =  0. 

Supposons  maintenant  qu'une  fonction  continue  F(.v)  ait  une 
dérivée  seconde  généralisée  f{x)  sauf  peut  être  pour  un  nombre 
limil(>  de  points  de  l'intervallr  (a,  h),  (pie  f(x)  n'ail  ([u'un 
nombre  limité  de  points  de  discontinuité  et  soit  intégrable 
(absolument  ou  non),  enfin  que  F(.v)  satisfasse  à  la  condition 
lim  A°F  :  h  =  0.  Alors  on  aura 

F(.v)  =  \\lx\^f(x)dx  +  px  +  q. 

En  effet,  F  et  l'intégrale  double  ont  la  même  dérivée  seconde 
généralisée  sauf  aux  points  singuliers,  et  les  deux  fonctions 
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satisfont  à  la  coiulilioii  lim  A'F  :  Ii  =  0,  la  première  par  hypo- 
thèse et  la  seconde,  paivo  ([u'elle  a  nne  dérivée  nniqne  en 
chaque  point. 

105.  Méthode  de  Riemann  pour  sommer  les  séries  trigo- 
nométriques.  Premier  théorème  de  Riemann.  —  Considéi'oiis 
la  série  trigonométrique  quelconque,  c'est-à-dire  que  ses  coef- 
ficients peuvent  n'être  pas  ceux  de  l'ourier, 

1 

(1)  -— f(„  +  1  (r(,„  cos  ;)).v    f  /),„  siii  ;/i.v), 

^  1 


ou,  si,  pour  abréger,  nous  posons 

2 
la  série 


A„  =  -^a„,         A„,  =  (i,„  cos  ;»i.v  +  /),„  siu  ;/i.v, 


(P-'^)  A„  +  A,  +  A,  +  •■■  +  A,„  +  •- 

Supposons  que  a,n  et  7>,„  soient  bornés,  ce  ([ui  a  toujours  lieu 
si  la  série  converge  dans  un  intervalle  (n'  102).  Formons  la 
série  nouvelle 

(2)  l^(.v)  =  A„f-A,-4| ^-..., 

que  l'on  déduit  de  la  première  en  intégrant  deux  fois  chaque 
terme.  Cette  série  siu'a  uniformément  convergente  dans  tout 
intervalle,  car.  A,,,  ne  pouvant  surpasser  en  valeur  absolue  un 
nombre  positif  A,  les  termes  de  la  série  précédente  sont  infé- 
rieurs en  valeur  absolue  aux  termes  correspondants  de  la 
série  positive  convergente  AShi~-.  Donc  la  série  (2)  a  pour 
somme  une  fonction  F(.v)  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  .v. 
La  méthode  de  sommation  de  Riemann  consiste  à  attribuer 
comme  somme  à  la  .série  (  I  )  la  dérivée  seconde  généralisée  de  F(a;) 
(pianil  elle  existe,  c'est-à-dire  la  limite  pour  a  =  0  du  rapjiort 

A-F  _  F(x  +  2a)  +  F(x  —  2a)  —  2F(.v)  _ 

Cette  méthode  comprend  comme  cas  particidier  la  méthode 
de  sommation  ordinaire,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème 
suivant  : 

TuÉORÈ.ME.  —  Si  la  série  trigonométrique  sommée  par  le 
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procède  (irdiiKiiif  ikIiih'I  les  liiiiilcK  d'iudclcnnintilum  .s  —  l 
et  s  -\-  l,  les  limites  d'indétermination  du  nipiiDrl  AF  :  4a- 
qiiand  -j.  tend  vers'  z-éro,  seront  eoniiirises  entre  s  —  kl  et 
s  t-  kl,  oit  k  est  une  constonU'  nnuiériiiue  (/ne  l'on  peut  ossi- 
ij;ner  une  fois  ixiur  toutes. 

Si  l'on  lient  comi)t('  des  rclalioiis 
cos  n{x  +  2a)  -\  cos  /i(.v  —  2a)  —  2  cos  nx  =  —  1  eos  nx  ahr  n-j., 
siri  n(x  H-  2a)  +  siii  n{x  —  2a)  —  2  siii  ;).v  =  —  4  sin  nx  siii^  na, 

il  vieiil  l'aiilenu'ut 

\''F       .  .    /sin  a 

I    +  ••■  +    A„| 

/(a 


(3) 


-V„+A, 


^- 


4a''  "  '\     a 

Soit  .s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (1)  ;  en 
siil)sliliianl  N,  à  A„  et  .s„+i  — .s„  à  A„,  l'expivssioii  devient 

/sin  (/(  —  l)a\' 


,s,+(.s,- 


11  =  1 


(/l-l)a 


sin  ;ia\- 
ny. 


ou  encore,  en  introduisant  des  tei'uies  s  cpii  se  détrniseiit, 


A-F 


■s  +S(.s„— .s) 


>in  (;i  —  l)a\" 


sm  fia 
ny. 


(n-l)y. 

Il  reste  à  montrer  que  les  limites  d'indétermination  de  la 
somme  ajoutée  ici  à  s  sont  comju'ises  entre  —  kl  et  +  kl.  Mais 
on  peut,  pour  cela,  faire  abstraction  d'un  nombre  de  termes 
aussi  granit  (|ii'on  veut  an  (t(''but,  car  tous  ces  termes  tendent 
vers  0.  On  |)eut  donc  raisonner  comme  si  toutes  les  ditîé- 
rences  .s„ — s  étaient,  à  un  inlininient  [ictit  près,  comprises 
entre  —  l  ci  +  l.  Les  limites  tl'intlétermination  de  la  somme 
ajoutée  à  .s  sont  donc  de  module  inférieur  à 


a      /     I  1  („-!.«  I       \     a 


ii'i  k  est  la  constanlc  puicincnl  nnniéiiipie 

sin  a 


k 


-\. 


d 


a 


et  cette  intégrale  existe,  inirce  que  st)n  élément  est  iiilinimciil 
|)etit  d'ordre  2  j)oiir  a  =  rv;. 

Si  l  =  (t,  Oh  oitticnt  comme  cas  pailiculicr  le  llH'orème  fon- 
damental sui\anl,  (|nl  est  di'i  à  Kicinann  :  S/  Ui  série  triii'ouo- 
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métrique  converge  en  un  point  .\,  le  <iuolient  l'V  :  la^  con- 
verge vers  1(1  incnie  liinile  (juctnd  y.  teml  vers  0  ;  <iulrement 
dit,  le  procédé  de  somniution  de  liienninn  conduit  au  même 
résultat  que  le  procédé  ordinaire.  On  suppose  a„  et  />„  bornés. 

106.  Deuxième  théorème  de  Riemann.  —  Quand  les  coejfi- 
cients  a„  et  h„  tendent  vei's  0  pour  n  =  oo,  le  ([uolient 

A^F  _  F(.v  +  2a)  —  V{x)      F(.x  —  2a)  —  ¥{x) 
"20  20  —2a 

tend  vers  0  avec  a  quel  que  soit  .y. 

En  efl'et,  ce  cjuotienl  est  le  produit  do  la  série  (3)  par  2a. 
Quelque  petit  que  soit  e  positif,  le  produit  par  2a  de  la  somme 
des  termes  en  nombre  limité  où  |  A,„  |  ^  £  teiul  vers  0  avec  a. 
On  majore  donc  la  valeur  absolue  de  la  limite  en  l'cmplaçant 
tous  les  A  par  e,  ce  qui  donne  l'expression 


+   £ 


sin  a  \°         /sin  2a 


/sin  Ha 

+  M 1    f 

;ia 


Soit  p  un   nombre  fixe  ;   la  somme  des  termes  on  na  <C  p  a 
pour  limite,  par  délinition,  l'intégrale  définie 


sin  t 
t 


dt 


et  elle  est  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  e.  La  somme  des 
termes  restants  est  inférieure  à 


2e  s  ;, <  2e  ï 


1 


1 


p+(A-l)a 


Aa 


2e 


;)  — a 


elle  est  également  inlîiiiment  petite  avec  e.  Donc  la  majorante 
obtenue  est  inliniment  iietite  avec  e  et  la  limite  considérée  ne 
peut  être  cjue  0. 


107.  Théorème  d'unicité.  —  Si  une  fonction  f{.\},  périodique 
de  période  2-,  n'adinctlant  ([u'un  nombre  limité  de  points  de 
discontinuité  dans  la  période  et  intégrable  (absolument  ou 
non),  admet  un  développement  en  série  trigonométrique  qui 
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cowi'criic  \'crs  f(.\),  sauf  iicnt-ctrc  cnrore  iioiir  un  iiomhri' 
limité  (h-  poiiils  singiiUers,  a  lois  cclU'  scrie  est  celle  f  propre 
ou  impropre)  de  Fourier. 

Supposons  que  ^(.v)  admolte  lo  dévi-loppcmcut 

"n        & 
— -  +-  i  a„  cos  nx  -t    ]>„  siu  ii.\. 

"S         I 

La  série  étant  convergente,  les  coetïlcients  a„  et  !>,,  teiulenl 
vers  0.  On  peut  donc  employer  la  méthode  de  sommation  de 
Riemann  et  tout  d'abord  former  la  fonction  F(-v).  Celle-ci  aura 
pour  dérivée  seconde  généralisée  la  fonction  /'(.v),  sauf  |)our  un 
nombre  limité  de  points.  Mais,  en  ces  points  exceptionnels,  la 
condition  lim  A^F  :  h  =  0  sera  réalisée,  en  vertu  du  second 
théorème  de  Riemann  (pie  nous  venons  d'établir  {h  étant  égal 
à  2a).  On  a  donc,  ainsi  (jne  nous  l'avons  déduit  du  théorème 
de  Schvvarz  (n°  104), 

F(.v)  =  [\lx  \V(v)  'Ix  +  l>x  +  q  ; 

J  'f  .    (1 

par  suite,  on  a  parloiil 

l-'(.v)  =   \'/"{.v)</.v  +  /) 

et,  sauf  aux  points  exceptionnels, 

F"(.v)  ^-  f(x). 
Faisons  encore  h  =  2a,  on  vérifie  facilement  l'identité 

yV(x)  =  \  "[V'ix  -t-  0  —  F'(.v  —  OJ  (U  =  V\ll  \     f{x+u)  lin. 

Nous  connaissons  le  développement  de  A^F(.v)  en  série  de 
Fourier  uniformément  convergente,  à  savoir 


A-F(.v)  =  1  ^(a,,  cos  nx  -\-  l>„  sin  nx) 

II 

On  a  donc,  par  la  loi  de  formation  des  coellicients, 
•i    ""=  ~\     Ar(.v)  CON  n\  dx. 

\       Il       /  '-  .0 
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Supposons  d'abord  que  f(.x)  soit  bornée.  Remplaçons  A°F(x) 
par  sa  valeur  précédente  sous  forme  d'intégrale  double.  On 
peut  intervertir  les  intégrations  et  l'on  a 

\     n      j  -  }„        j _ ,       ; 0 

Soient  a„  et  jï,,  les  constantes  de  Fourier  de  f{x)  ;  on  a,  /(.v) 
étant  périodique, 

1   f^-  1   fSir 

—  \     /(.v+ »)  cos  «.V  fZ.v  =  — \      /(.v)  cos  H  (.V  —  u)  dx 

lî  Jo  ^  Jo 

=  a„  cos  nu  +  [j„  sin  nu. 

Portant  cette  valeur  dans  la  formule  précédente,  on  observe 
([ue  l'intégrale  de  sin  nn  est  nulle  entre  —  <  et  <  ;  et  il  vient 

,  /sinna\^  f-*2  sin  nÉ  ,.        ,1  —  cos  2na 

Donc  a,i=an;  de  même  hn=  Pn-  Le  développement  trigono- 
raétrique  est  celui  de  Fourier. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  fix)  ne  soit  pas  bornée. 
Enfermons  les  points  de  discontinuité  de  f{x)  dans  des  inter- 
valles d'amplitude  e  et  désignons  par  f{x,  z)  une  fonction  égale 
à  f  sauf  dans  ces  intervalles  où  elle  sera  nulle.  Donnons  à  £ 
une  suite  de  valeurs  tendant  vers  0  ;  les  deux  intégrales 

[     f{x  +  u,  £)  lia       y  dt[     f{x  +  II,  c)  du 

}—t  .'il        J— ( 

convergent  uniforiiicincnt  quel  que  soit  .v  vers  leurs  limites 
respectives 

/■(.v-  +  u)  du,       [    dt  \     f(x  +  u)  du, 

—i  J  0  }  —t 

car  elles  n'en  diffèrent  que  par  des  intégrales  singulièi'es 
(existantes  par  hypothèse)  dont  la  définition  est  indépendante 
de  X. 

Ainsi  l'on  a,  successivement, 

'2%      r  t 


A^F(.v)  =  lim  ('  dt  i     f{x  +  u,  i)  du 

E  =  ll    Jo  J— ( 

A'F(.\-)  cos  nx dx  =  lim —  \    cos nxdx \    dt \    f{x  +  u,  s)  du. 

0  =0e   ~  Jo  .'il        }—i 
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MaiiilciianI  la  l'niicliuii  /' <■>!  boriu'c  sous  les  sij^nes  d'iiilé- 
f^ratioii  vl  on  pcul  iiilrrxcrtii'  ri  clleitnci'  les  iiilégi'alious 
roniuic  dans  le  cas  in-i'ccdciil .  Il  \  icrd,  de  la  iiirmc  façon, 

,  /siii  ;ia  \-  ,/siii  117.  1-      1    ,.      i'-'^ 

i^r^j  """"    i^^i — I  ■  -       '„' \   /(■^■•')''"-^"-^'''-^'' 

cl,  par  conscqiieid,  par  d(''liuUioii  des  iidéfj;i'ales  généralisées, 

1  r-'t 

n„  =  — \      /(.y)  cos  ;).v  (/.v. 

'■  .'  (I 

Don<'  (/„  cl,  de  nu"' nie,  /<„  soni  les  eonslanlesde  l'ouiier  de  /'(-v). 
Toutefois,  si  /'(.v)  n'esl  pas  ahsojunienl  iidéyrablo,  la  séiic  de 
Fourier  est  iniproi)re. 

CoHOLi.AiRE.  —  Une  incim'  foiiclhiii  ne  lient  (tilinettre  ilenx 
(hh'eloppontcnts  tri^()n()inéti'i(ines  dilJei'ent.s  <[ui  con<.'erge- 
l'iiient  ec/'.s  l(i  foiielion  sniif  ixinr  nn  nombre  limité  de  points 
dans  la  période  2-.  (Heine-Cantor.) 

Ce  théorème  est  la  consécpuMice  du  précédent.  En  elTet,  la 
dillerence  de  tleux  tels  développements  serait  un  développe- 
merd  Irigonométviqne  de  0  satisfaisant  aux  conditions  du 
théorème  précédent,  ce  serait  donc  le  développement  de  0  en 
série  de  Fourier.  Tous  les  ct)ellicients  seraient  nuls.  Donc  les 
deux  séries  dont  on  a  fait  la  ditîérence  seraient  idenlicpics. 

Les  théorèmes  [)récédents  soni  susceptibles  de  généralisa- 
Ijons  1res  im|)t)i'lanles.  Mais  ces  généralisations  snjtposent  une 
extension  de  la  notion  d'itdégrale  définie  ([ui  est  due  à 
M.  Lehesgue  el  ([ue  nous  réservons  d'exjioser  éventuellement 
dans  un  autre  volume. 


CHAPITRE  Y 

Généralités  sur  les  équations 

différentielles 

Existence  et  propriétés  des  intégrales 


§  1.  Formation  des  équations  différentielles 

108.  Définitions.  Ordre  d'une  équation.  —  On  appelle  équa- 
tion ilillércnticllc  une  lelaliun  (pii  renfeirae  à  la  fois  les 
vai-ial)les  el  leurs  dillerenlielles  (ou  leui's  dérivées).  Celles  qui 
ne  reuieiinenl  ([u'uiie  seule  variable  indépentlanle  et  les  déri- 
vées des  variables  dépendantes  soid  des  i''(jniitions  dijféren- 
tielles  ordinaires.  Ce  sont  les  seules  dont  nous  nous  occupe- 
rons pour  le  nu)nnMil. 

Dans  le  cas  le  plus  simple,  ré(pialioii  ne  contient  que  la 
variable  indépendante  .v,  une  f()nclit)n  inconnue  y  de  .v  et  sa 
dérivée  première  y';  elle  est  alors  du  pi-cniier  ordre  ou  de  la 
forme 

f(.v,  y,  Y')  =  0. 

En  yéiiéi'al,  une  équation  diffcrentielle  de  l'ordre  n  contient 
la  variable  indépendante  .v,  une  roiiclioii  y  de  .v  et  ses  déri- 
vées jus(iu'à  l'oi'dre  ;i  inclus. 

Les  relatious  eidre  les  seules  variables  (jui  résultent  des 
équations  dillerenlielles  sont  les  intégrales  ou  les  solntions  de 
ces  équations. 

La  génération  des  équations  différentielles  peut  se  concevoir 
d'une  manière  (|ui  permet  de  prévoir  la  nature  de  leurs  inté- 
grales. 

109.  Formation  d'équations  du  premier  ordre.  —  Soit  une 
équation 

(1)  F(x,y,C)=0 

Vol.  II  9 
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entre  deux  vjuialtlcs  .v,  y  est  mic  conslaiilr  ailiilrairc  (!.  V.n  \:\ 
dérivant,  on  a 

^   '  2X        Hy  ■^ 

Généralement  cette  équation  rcnlcriiif  cncori'  (!  ;  mais  si 
l'on  peut  éliminer  V.  onlre  (1)  el  (2),  on  ohliciil  une  rclalion 

(•^)  f (v,  y,  y')  =  0, 

au  moins  aussi  générale,  mais  (lui  a  lien  ciilrc  v,  y  el  y'  seuls 
quel  que  soil  C.  C'est  une  équation  ditîérentielle.  Elle  exprime, 
par  exemple,  une  propriété  géométricjue  commune  à  toutes 
les  courbes  représentées  par  l'écpiation  (1),  C  l'estant  quel- 
conque. 

L'écpiatioM  (1)  (]ui  renferme  une  constante  arbitraire,  s'ap- 
pelle Vintc^ralc  iiélicralc  de  l'équation  ('^).  On  voit  ainsi  que 
l'intégration  d'une  écjuation  du  premier  oi-dre  a  pour  elTet 
d'introduire  une  constante  arbitraire.  La  généralité  de  ce 
résultat  sera  établie  dans  le  paragrapiie  suivant. 

Exemple.  —  Soit  Vcqiuilion  Jcs  cnni(iiies  liomofocales 


^i^+_^     =1. 

o  +  C       7j  +  C 


On  en  tire 


X  y  y'       ,-,       ,,  ,  -v         —y  y'     -v  +  r/ 

+  ,     '     ,  =  0,       il  ou  —  — 


a  +  C      b  +  G         '  a  +  V.      h  +  C        a  —  b 

et,  en  portant  dans  la  première  éijualiou  ces  valeurs  de 
X  :  (o  +  C)  et  y  :  (I)  +  C),  ou  ohlicnl  l'iMiualion  dilT(''rentielle 
de  ces  coniques 

xy 

110.  Formation  d'équations  du  deuxième  ordre.  —  Consi- 
dérons maiulenanl  une  écpiation  avec  deux  conslanles  arl)i- 
traircs 

(4)  F(A-,  >-,(;,.(:,)  =  0. 

Si  l'on  déii\e  une  |)remi«'i'e  l'ois,  on  obtient 
Dx        7)y 
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GénéraloiiU'iil,  il  est  impossible  d'élimiuei'  C,  et  C,  entre  (4) 
et  (.")),  auquel  cas  il  n'existe  aucune  relation  sans  constante 
arbitraire  entie  .v,  y  et  .v'.  On  dit  alors  que  les  deux  con- 
stantes sont  di.stiacles,  et  pour  les  éliminer,  il  faut  dériver 
une  fois  de  plus,  ce  qui  introduit  y".  L'élimination  des  con- 
stantes coiuluira  donc  à  une  écpiatioii  dilTérenlielle  du  second 
ordre. 

Pour  former  cette  écpiation,  on  peut  aussi  faire  l'élimination 
de  proche  en  proclie.  On  élimine  tl'abord  une  des  constantes, 
Cj  par  exemple,  entre  (4)  et  (5),  ce  qui  sujjpose  que  (ô)  ren- 
ferme encore  les  ileux  constantes  sinon  l'élimination  serait 
toute  faite.  On  a  de  la  sorte  une  relation 

(<>)  r,(.v,  y,  y',  G,)  =  0, 

qui  renferme  encore  une  constante  arbitraire. 

Maintenant  on  peut  éliminer  C,  entre  ((i)  et  sa  dérivée,  ce 
qui  fournit  l'équation  cherchée. 

(7)  A(.v,  y,  y',  y")  =  0. 

Celle-ci,  ipii  ne  renferme  plus  de  constante  arbitraire,  a  au 
moins  la  même  généralité  (pie  les  précédentes. 

La  relation  (7)  est  la  seule  relation  indéiiendante  des  con- 
stantes arbitraires  (supposées  distinctes)  (pii  puisse  exister 
entre  x,  y,  y'  et  y",  car,  s'il  en  existait  une  auti-e,  en  élimi- 
nant y"  entre  elles  deux,  on  trouverait  une  relation  sans  con- 
stante entre  .v,  y  et  y',  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

L'équation  (7)  est  une  équation  dilTérentielle  du  second 
ordre  ;  l'équation  (li)  est  du  premier  ordre,  mais  contient  une 
constante  arbitraire  :  c'est  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (7).  Entin  l'éciuation  (4)  (pii  contient  deux  constantes 
arbitraires  est  son  intégrale  générale. 

On  prévoit  d'ajirès  cela  que  l'intégration  d'une  équation  tlu 
second  ordre  doit  introduire  deux  constantes  arbitraires,  ce 
qui  sera  démontré  rigoureusement  ilaus  le  paragraphe  suivant. 

111.  Formation  d'équations  d'ordre  quelconque.  —  Ces 
résultats  se  généralisent  aisément.  Soit  une  équation  avec  n 
constantes 

(8)  F(.v,y,  C„C,,...  C„)  =  0. 
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Si  l'on  (U'iivc  II  —  1  fois  ilc  suite,  on  loriuc  (n  —  I)  ('(juatioiis 
nouvell(!s  t'I  l'on  ;i  en  (ont  ;i  (''(nuitioiis  ciilrc  les  n  roiistautes  et 
.V,  y,  y',...  y("  '*.  On  djl  (|lic  k-s  coiistaiitcs  sont  (lisdncU's  si 
réliiiiinatiori  des  n  ('(jnstaiitcs  en li-o  ces /i  équations  est  inijxjs- 
sihle,  ou  s'il  n'i^xisto  pas  de  relation  sans  eonslanlc  arbitraire 
entre  x,  y,  y'...  y<"-'>.  Mais,  si  l'on  déi-ive  une  fois  do  plus,  on 
a  (/)  +  1)  ('«piations  entre  les(juelles  on  peut  éliminer  les  n 
conslantes,  ce  qui  conduit  à  une  relation  entre  x,  y,  y',...  y'-"K 

Pour  former  cette  relation,  on  peut  d'ailleurs  faire  l'élimi- 
nation de  ])roche  en  proche.  En  éliminant  C;„  enti'C  F  =  0  et  sa 
dérivée,  on  trouve 

/•,(.v,  y,  >-',(:,,  c„, ...(;„_,)  =  (». 

De  luéme,  en  éliminant  <;„_i  entre  /",  =  0  et  sa  dérivée,  on  a 

A(.v,,v,y',  v",  C,,a,...C„_,)  =0. 
Après  n  opérations  analogues,  on  obtiendra 
(9)  /■„(.v,y..v',...y"")  =  0. 

Cette  relat  ion  est  la  seule  qui  puisse  exister  entre  .v,  y,  y, . . ,  >■'"' 
sans  constante  arbitraire,  car  s'il  y  eu  avait  deux  distinctes, 
on  en  déduirait  une  autre  enti'e  .v,  ,v,...  ■('<"-''  seulement  et  les 
constantes  ne  sei-aient  ])as  distinctes. 

L'écpiation  (!))  est  une  é(iuation  ditTérenti(>lle  de  r(U-(lre  /). 
'  Les  équations  successives /',i_i  =  0,  /',i_2=  0,...  f,  =  0,  (|ni  ren- 
ferment cha(pie  fois  une  dérivée  de  moins  et  une  constante 
arbitraire  de  plus,  sont  des  inicgrales  prcinièn',  seconde,... 
(n  —  1)'""  de  l'équation  (0).  Enlin  ré(|uation  F  =  0,  <jui  a  lieu 
entre  .v  et  y  seuls  et  renferme  n  constantes  arbitraires,  est  son 
intégrale  générale. 

On  conçoit  donc  «pie  l'inlég'ration  d'une  équation  de  l'ordre  n 
aura  généralement  pour  ell'et  il'introduire  )i  constantes  ai'bi- 
traires,  ce  qui  sera  ilémontré  rigoureusement  dans  le  para- 
graphe suivant. 

£.vc/;i/)/('.s.  —  I"  ]Jéqiiation  générale  (/es  eercles 

x'^  i-  y'^  +  2ax  +  2  hy  +  c  i>  0 
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contient  trois  constantes  arbitraires.  L'équation  différentielle 
des  cercles  sera  donc  du  3''  ordre.  Pour  l'obtenir,  dérivons 
d'abord  deux  fois  de  suite,  il  vient 

1  +  y  +  yf  +  hy"  =  0. 

Divisons  par_>'"  et  dérivons  une  dernièrt'  fois,  il  vient 

^  ^  ^T  +  y'  =  0.     d'o»     =b''  y""  =  ( i  +  r")  y'"- 


r 

2°  L\''(iiuiliiiii  iicin-niU'  des  coniques  étant 

y  =  ax  +  h  +  \/px^  +  2qx  +  r, 

leur  équation  dilTérentielle  a  été  obtenue  par  Halphen  comme 
il  suit  :  En  tlérivanl  <ii'ux  fois,  il  vient 


\/px-  +  2g.v  +  ;•'  (;).v^-  +  2qx  +  rf^ 


d'où 


.   „^_1     px- +  2qx  +  r  (    „-l\"      „ 

(y)  ^  =  -^ h^m-'      ^y    3;  =0. 

(pr  —  q-) 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  p  =  0  ;  ré([uation  se  réduit 
au  1"  oi'dre, 

(j"-|)"=0. 

Si  l'on  elïectue  les  dérivations  indiquées  et  qu'on  chasselas 
dénominateurs,  ou  trouve,  pour  ré(£uation  différentielle  des 
coniques, 

40 y"^—  iby"  y'"  y'"  +  dy"  y"'  =  0; 
el,  pour  celle  des  paraboles, 

ôy"-^  — 3r"y-=0. 

§  2.  Existence  de  l'intégrale  d'une  équation 
du  premier  ordre 

112.  Considérations  préliminaires.  —  Soit  une  équation  du 
1  "  ordre 

.v'=/-(v,y)- 

Intégrer  cette  équation,  c'est  trouvei'  toutes  les  fonctions  y 
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(lo  A"  (|ui  la  v(''rifi('iil.  An  ]K(iiil  de  xiic  j^é()ni<''lri(|iu>,  c'est  trou- 
ver loules  les  coiii'ln's  doiil  la  lanj^cnlc  jio.s.sèdc,  au  |)oiiil  de 
coiilact  (x,  y),  la  direction  déterminée  par  celte  é(|iialioii. 

La  première  ((ue.stion  qui  se  pose  esl  de  savoii-  si  le  prohlèine 
adrael  des  solulions  el  comiiieii  il  en  adincl.  I  .'inlci  picMalioii 
S'éoiiK'liicpie  l'ail  |)i'évoii'  la  réponse;. 

Imi  elTet,  iniaginoiis  (pi'iine  courlu'  inlcgraU',  c'est-à-dire 
satisfaisant  à  l'e'vpialion  >•'  =  f(x,  y),  soit  décrite  par  un  point 
mobile.  Dans  chacune  de  ses  posilions  successives,  ce  point 
marche  dans  une  «lirt'clion  imposée  par  cette  équation.  On 
conçoit  aisémeni  (]ue  son  mouvement  sera  déterminé  de  proche 
en  pi'oclie,  mais  le  point  de  dépai-t  reste  arbitraire.  Il  existera 
donc  une  inlinilé  de  courbes  répondant  à  la  (piestion,  chacune 
d'elles  étant  déterminée  par  un  de  ses  points  considéré  comme 
initial.  Par  consétfuent,  il  existera  aussi  une  infinité  d'inté- 
yrales  ou  de  fondions  y  satisfaisant  à  l'équation,  t'iie  inté- 
grale sera  déterminée  par  sa  valeur  initiale  y\,  pour  a^  =  x,,, 
mais  cette  valeur  reste  arbitraire. 

Les  considéralions  précédentes  sont  dépourvues  de  valeur 
démonstrative,  mais  elles  font  nettement  saisir  la  nature  du 
problème.  Elles  facilit(;nt  l'intelligence  des  démonstrations 
rigoureuses  qui  suivent  et  (jui  vont  mettre  en  lumière  les  con- 
ditions sous  les(piellcs  ces  conclusions  sont  exactes. 

113.  Existence  et  unicité  de  l'intégrale  d'une  équation  du 
premier  ordre.  —  L'existence  et  l'unicité  de  l'intégrale  d'une 
é(jualion  dilTérentielle  no  jKMivent  se  démontrer  que  moyen- 
nant certaines  conililions.  Nous  allons  introduire  celle  de 
Lip.schitz. 

CoMtiTioN  »E  I^ir'SCHiTZ.  —  Soit  /"(.v,  _v)  une  ronction  con- 
tinue dans  un  domaine  1).  Pour  éviter  loule  obscurité,  nous 
supposerons  (pie  ce  domaine  est  limité  par  un  contour  ron^'cxe. 
Nous  dii-ons  que  la  fonction  /'(a,  y)  satisfait  à  la  coiulilioii  île 
Lipscliilz  rcItili^'CDH'iil  à  y  dans  le  domaine'  I),  si  l'on  peut 
assigner  une  constante  positive  M  lelh;  (jue  l'on  ail,  (piels  ([ue 
soient  les  deux  points  (.v.  Y)  et  (.v,  y)  de  même  abscisse  dans 
ce  domaine, 

|/-(A-,  Y)-/(A,.v)|<M|  Y-r|. 
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La  condition  de  Lipschitz  sera  réalisée,  en  particulier,  si 
f'{x,  y)  admet  une  dérivée  partielle/"^  bornée  dans  le  domaine  D, 
car  elle  résulta  alors  dr  la  furnuile  dos  accroissements  finis  : 
M  sera  la  born(;  supérieure  du  module  de  cette  dérivée. 

Théorème  d'existence  et  d'unicité.  —  Snlt  une  équation 
dijférenticlk'  de  la  forme  normale  (c'esl-à-dire  résolue  par 
rapport  à  y') 

(1)  y'=f{x,y). 

Si  la  fonetion  f{.x,  y)  est  continue  et  satisfait  à  la  condition 
de  JJpschitz-  relatii>'ement  à  y  dans  le  domaine  convexe  1),  et 
<fue  l'on  désigne  par  {x„,  y„)  un  point  intéj'ieur  du  domaine, 
ré<]nation  (1)  adinel,  dans  ce  domaine,  une  intégrale  y  =  F{x) 
prenant  la  valeur  initiale  y„  pour  x  =  .v,,  et  cette  intégrale 
est  unique. 

Ce  théorème  fondamental  est  la  conséquence  des  trois  sui- 
vants, (jui  se  démontrent  sous  ces  mêmes  conditions. 

114.  Théorème  I.  —  llonsidérons  deux  courbes  tracées  dans 
le  domaine  I)  et  iHissant  par  le  point  {x„,  y„).  Soient  y  et  Y 
les  ordonnées,  fondions  continues  de  x,  de  ces  deux  cour))es  ; 
si  ces  deux  fonctions  ont  des  dérivées  Jjornées  et  intégraJdes 
et  satisfont  à  l'éijuation  (1),  sauf  des  erreurs  respectives  w 
et  (Oi  dont  la  somme  des  modules  est  <^  z,  on  a,  dans  l'inté- 
rieur du  domaine  D, 

I ''-r!  <^(e^' !•''-''•'- !)• 
En  elîet,  on  a,  par  liyi)othèse, 

(2)       S  .v'-/X.v,r)  +  .o,       |,.,|.,|,.,^,<;,^ 

I      \'=   tiX,    \)    +    W,, 

et,  par  la  condition  de  Lipschitz, 

\f{x,\)-f(x,y)\<:U\Y-y\. 

Il  vient  donc,  en  soustrayant  memlire  à  memljre  les  équa- 
tions (2), 

m  I  Y'-y'|<M|Y-y|  +£. 

Supposons  d'abord  tjue  Y  —  y  ne  change  pas  de  signe  ou 
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ii'cM  cliaiif:;"'  «[iriiii  iioiiil)i('  liinih'  dr  luis  ciil  ic  .v,,  cl    v.   l'cisoiis 

«=|v-.r|, 

(le  sorte  (|iii'  l'iiii  ;i,  !<■  sij^iic  ;iiiil)i,t;u  ii<' clianj^ciiiit  i|ii'iiii  ikiiii- 
liri'  litiiih'  (le  l'ois, 

a  -  -J=  (V— y),         II'  =  -b  (V  — .v'); 

il  \  iciit  (I  l'arlinri,  par  (3),  n'  <^  Mu  +  z,  d'où 

I)  .  ('-"■■'  Il  =  <'-^'^'  (//'  —  M(/)  <  J(^-"^'. 

Les  deux  mcniljrcs  sonl  bornés  ci  iiilégrables,  car  l'i^Ue 
dérivée  n'est  diseonlinne  (avec  ii')  ({n'en  un  noml)re  limité  do 
poinis  où  Y  — y  ciiaiinc  de  si^iic.  liili'H'ions  de  .v,,  à  .v  (sup- 
posé ^  .v,|)  et  observons  que  »„  ^  0  ;  il  vient 

e-^'-^'H<  j^(e-"\  — £-^'-^), 

d'oi'i,  l'inéyalilc-  à  démontrer 

Il  <  ^  (("'■'■■^'"^.  —  1). 

Si  .V  était  <^  .v,|,  on  intégrerait  de  x  à  .v„,  ce  (|iii  pei'muterait 
X  et  .v„,  et  le  théorème  serait  encore  établi. 

Si  les  deux  courbes  sont  des  lignes  polygonales,  comme  on 
le  supposera  dans  le  théorème  suivant,  elles  ne  peuvent  se  cou- 
per qu'en  un  nombre  limité  de  poinis,  et  Y  —  y  ne  p(>nt  chan- 
ger de  signe  (pi'nn  nombre  limité  de  fois.  Le  cas  général  (dans 
lequel  ^  —  Y  peut  changei'  de  sign(>  el  /('  èti'(>  disconlinn  nue 
intinilé'  de  fois)  se  ramène  à  celui-là.  Si  l'on  lemplace  les  deux 
courbes  par  des  polygones  inscrits  dont  les  côtés  lentlent 
vers  0,  on  commet  une  erreur  infiniment  petite  sur  chacun  des 
deux  membres  des  équations  ('2)  ;  le  théorème  s'ai)plique  aux 
deux  polygones  sauf  une  majoration  iulininieut  petite  de  £  ;  il 
s'appli<|ue  doue,  à  la  limite,  aux  deux  <oLiibes. 

115.   Théorème  IL   —   Qncltinc  \H'tii  ifiie  soit  t  positif,  on 
pciil  tracer  dims  le  doiniiiiic  L)  iiiif  //g/ic  continue  y  =  'i(.v), 
ixissiint   pdf  le  point  (x„,  y„),  telle  ([lie  'i(.v)  ail  une  déris'éc 
intégralité  et  e<'///(('  l'équation  dijférentieUe  sauf  nue  erreiii 
de  uKidiite  <^  s.  Si  s  tend  0,  'i(.v)  tend  nniforméinenl  vers  iiiu 
intéi^rate  V(\)  de  réijualion  (1)  ayant  la  valeur  initiale  y\. 


•  (0 
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Eli  ollï'f,  i);irtagoons  le  doiiiaiiio  I)  en  élémoiits  rectangu- 
laires a  siilfisamment  petits  pour  ([lu^  roscillaliuii  de /"(.v,  >■) 
soit  <^  £  dans  chacun  d'eux.  Partant  alors  du  point  (.v,,,  y„) 
avec  le  coellirienl  angulaire  /'(.v,,,  y„),  décrivons  une  ligne 
polygonale  dont  la  direction  ne  change  qu'à  la  rencontre  des 
Iroiitières  des  éléments  a,  la  uouM'Ue  direction  étant  lixée  à 
chaque  rencontre  d'une  nouxelle  frontière  par  la  valeui'  de 
f(x,  y)  au  point  de  rencontre.  Le  polygone  ainsi  tracé,  ipii  a 
ses  sommets  sur  les  frontières  des  rectangles  a,  a  une  ordonnée 
y  =  -i^.v:)  satisfaisant  aux  .condilioiis  proposées. 

Donnons  maintenant  à  s  une  suite  île  valeurs  tendant 
vers  0  ;  les  fonctions  cp  correspondantes  se  rapprochent  indé- 
finiment les  unes  des  autres,  en  vertu  de  la  pr()})ositioii  1,  et 
tendent,  par  coiisé<iuent,  uniforméinent  vers  une  liinile  F(-v). 
Or  on  a,  j)ar  hypothèse,  pour  clnicpic  ronclion  'p, 

?'  =  r(-^%  ?)  +  '■',  I  w  I  <  £  ; 

d'où,  en  intégiant  tie  .v,,  à  x, 

?  —  Jo  =  \     [/"(v,  tf )  +  w]  (/-v  ; 

et,  à  la  liinile,  z  tendant  vers  zéro, 

F(.v-)  =  r„  +  ^%-{.v,  V)dx. 

(,ette  rniinuli-  nionlre  que  F(.v)  est  une  fonction  conliniie  de 
valeur  initiale  y„  et,  en  la  dérivant,  ((ue  ¥(x)  est  uiu;  intégrale. 

116.  Théorème  III.  —  L'intcgvak'  F(-v)  de  \'alL'nr  iniliitU'  y^ 
est  uiii([iie  dans  le  domaine  1).  Tonte  fonction  y,  de  même 
'i'aleiir  initiale,  (/ni  vérilie  ré(iiialion  (l)  m'ec  une  eri'enr  de 
module  <C.  £.  diffère  aussi  /je»  (jue  l'on  ','euL  de  F(-v)  .sous  la 
condition  de  supposer  s  assez  petit  ;  d'une  manière  jdus  pré- 
cise, on  a,  dans  le  domaine  D, 

|r-F(.v)|<^(t-i--\.i-i). 

Cette  formule  s'obtient  comme  cas  |)articulier  do  la  propo- 
sition  T,   car  l'intégrale  F(.v)    vérifie  l'équation  (1)  avec   une 
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erreur    iiiill(>.    Il   résulte  évidciiinicnl    dr   là  (|iie  rinlé^ralc  de 
valeur  liiilialc  \„  est  unique. 

117.  Calcul  approché  de  l'intégrale.  —  Les  llic'orèuu's  II 
et  III  ([iii  précèdent  fournissenl  un  priKuWh"  poui-  le  cakul 
aiJi)iociié  de  l'iuléf^rale  ayant  la  valeur  initiale  y„. 

Le  théorème  III  pei'iiiel  d'assij^ncr  une  valeur  de  £  qui 
assure  le  degi'é  d'a])i)roxiniali()n  désii-i'.  Après  eela,  li'  Ihéo- 
rènie  II  (iimnc  le  nH)yen  de  const  iiiire  un  polyyone  pour  le((nrl 
ce  def^'i-é  tra])[)i\)\iuiation  est  ol)lenu. 

11  y  a  lieu  d'observer  que  l'on  a[)pli(iui'  ici  le  liiéorènie  111 
sans  connaître  F(.v).  Pour  pouvoir  utiliser  l'inégalité  du  théo- 
rcnie  III,  il  faudia  s'assurei' <pie  Finlégrale  inconnue  y  =  F{x) 
ne  sorte  pas  du  domaine  D.  On  devra  tlonc  restreindre  en 
conséquence  l'intervalle  dans  lequel  on  fera  varier  .v.  Il  est 
facile  d'assigner  a  prioi'i  des  bornes  à  la  courbe  intégrale, 
puis(pie  l'on  sait  (jue  son  coelficienl  angulaire  est  compris 
entre  ±  M. 

§  3.  Propriétés  diverses  de  l'intégrale    d'une    équation 
du  premier  ordre 

118.  L'intégrale  considérée  comme  fonction  de  sa  valeur 
initiale.  —  Considéions  encore  l'équalion  dilVéreiitielle 

(1)  r'  =  /'(-v,.v), 

où  /'(.v,  y)  est  une  fonction  continue  dans  le  domaine  D. 

iNous  savons  que,  si  cette  roncticui  est  lipchilzienne  dans  le 
domaine  D,  l'équation  (1)  admet  une  intégrale  unique  de 
valeur  initiale  _>',j  pour.v  =  .V(,.  Si  on  fait  varii^ry,,  aloi's  (jneXo 
reste  lixe,  cette  intégrale  est  fonction  de  y^,;  écrivons-la  sous 
la  foiine 

(2)  ■j.-x  =  F(.v,  y„). 

Les  théorèmes  suivants  vont  faire  connaître  sous  quelles 
conditions  cette  intégrale  F(.v,  y„)  sera  nue  fonction  continue 
ou  dérivable  de  y^. 
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119. Théorème  I. — S/  f(.\-,  y)  est  rontiniic  dans  IcdoDialneD 
et  lipschitzîenne  oi  y  (wec  la  constante  de  LipchitzM,  l'inté- 
grale y  est  fonction  continue  de  y„  et  les  accroissements  cor- 
respondants Ay  et  Aj-(,  satisfont  à  la  relation 

|Ay|<|Ay„|c«l-^— „l. 

Remar(]iu)ii.s  (jue  y  +  \y  —  \y„  est  une  foiu'titui  de  même 
valeur  iiiKiale  y„  i[ne  l'intégrale  y,  qu'elle  vérifie  l'équation 

{y  +  \y  -  lyj  =  {y  +  Ay)'  =  f(x,  y  +  A  v) 

et  satisfait,  par  conséquent  à  récjualion  (!)  sauf  l'erreur 

I  f{x,  y  +  Ay)  -  /-(.v,  y  +  Ay  -  Ay„)  |<  M    |    Ay„  |. 

.    La  (lilTérence  des  deux  fonotiojis,  à  savoir 

(y  -t  \v  —  \y„)  —  y  =  Ay  —  \y„, 

doit   donc  satisfaire,    en  vertu  du    llu'orrnie   III   du  n"  116,  à 
l'inégalité 

I  Ay-Ay„  |  <  |  Ay„  |  (e-l-'\\-[). 

Si  I  Ay  I  est  <j  |  Ay^,  |,  le  théorème  est  vérilié.  Sujjposons 
donc  I  Ay  |  ^  |  Ay„  |,  auquel  cas 

I  Ay  -  Ay..  |  >  |  Ay  |  -  |  Ay„  |, 

il  vient  a  fortiori 

I  \y  I  -  I  \>-o  I  <  I  Ay„  I  ((-  I  -\  I  -  1) 

ce  qui  se  réduit  à  la  formule  tie  l'énoncé. 

120.  Théorème  II.  —  S/  la  fonction  continue  f(x,  y)  ((dmet, 
en  outre,  une  déri<,'ée partielle  f'y  continue  dans  le  domaine  D, 
l'intégrale  y  ==  F(.v,  y,,)  admet,  dans  le  même  domaine,  une 
dcris'ée  partielle  par  rapport  à  j-^  ;  celle-ci  est  fonction  con- 
tinue des  deux  i.'aria])les  x,  y^  et  elle  ne  peut  pas  s'annuler 
dans  le  domaine  l). 

Considérons  les  deux  intégrales  y  =  F(.v)  et  y  +  Ay,  ayant 
respectivement  les  valeurs  initiales  infiniment  voisines  y„  et 
yo  +  ^yo-  Elles  vérilient  toutes  deux  l'équation  (1).  Sous- 
trayons ces  deux  résultats  membre  à  membre  et  divisons 
encore  i)ar  ly„  ;  il  vient 

ALy=  A^-,  y  +  Ar)  -  fjx,  y). 
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.Mais  A\"  :  \y„  rlaiil  lioriK-,  en  vcrlii  de  ]:i  pioposilioii  précé- 
(Iciilc,  il' second  mciiil)!!!  est  iiiliiiiiiu'iil  voisin  de 

r.(-v,  F)  4^- 

l*iii-  coiis(''([iiciit  A\- :  A\-„,  (jiti  a  |)oiir  xalcui'  inilaic  I,  est 
infiniment  voisin  de  l'intégrale  de  l'é(iiiatioii 

n'^  (i/;.(.v,  1') 

(|ni  a  la  même  valeur  initiale,  car  cette  équation  erdrc  .v  et  a 
satisfait  à  tout  es  les  conditions  admises  ijourl'équat  ion  (1).  Cette 
intégrale  ii  est  la  limite  de  A\-  :  \y„  donc  égale  à  F^  (.v,  y„).  Il 
est  facile  d'intégrer  cette  équation  en  ii  ;  divisant  par  »,  on  eu. 
tire,  ))uisque  (/„  =  1, 

1)  log  H  =  /^(.v,  F),        log  »  =  J'  f[.(.x,  V)  J.v. 
Il  vient  ainsi 

»  =  F;  (.V,  y)  =  A, 

ce  ipii  met  eu  évidence  que  cette  ilérivée  est,  eu  même  temps 
que  V  et  f'y(x,  V),  une  fonction  continue  de  .v,  .>'„  et  que  cette 
fonction  ne  peut  jamais  s'annuler. 

121.  Théorème  III.  —  Sons  les  conditions  du  Ihcorènie 
j)rccédent,  (■'rst-à-dii-c  si  /(.y,  y)  ci  f'y{x,  y)  sont  des  fonctions 
continues  dans  le  doiiutinc  I),  l'inlciiralc 

y  =  F(.v-,  v„) 

peut  être  rcsoiuc  pctr  rapport  à  y^,  et  lu  fonction 

y„  =  *(.v,  y) 

sent  nue  fonction  dijfércnlidhlc  des  deux  \'<iriiihlcs  x,  y  dnns 
le  domaine  1). 

En  cU'et,  en  verin  du  tlu'orème  précédent,  l"(.v,  .\„)  est  une 
fonction  dilTérentiaiile  dont  la  dérivée  F^.^  no  s'annule  pas. 
Cela  sutlil  pour  entraîuei-  l'(;xistence  et  la  ditfé'i'eutiahilité  de 
la  l'onction  implicite  y.,  (t.  1,  n"  121,  remar(|ne  linale). 
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§  4.  Existence  des  intégrales  d'un  système 
d'équations  différentielles 

Les  résultats  ohlcnus  [xnir  une  seule  étjuation  ihuis  les 
deux  paragraphes  j)récédeiits  peuvent  être  étendus  à  un  sys- 
stème  d'écpialions  dinerenlielles  simultanées.  A  cet  effet,  il 
faut  tout  d'abortl  généraliser  la  condilion  de  Lipschitz. 

122.  Condition  de  Lipschitz.  —  Soit  f(t,  .v,,  .y,,,...  .v„)  ou,  en 
abrégé,  /'(<,  -v)  une  fonction  continue  de  /i  +  1  variables  t,  x 
dans  un  domaine  D.  Nous  supposerons  ce  domaine  convexe, 
c'est-à-dire  «ju'une  droite  de  l'hyperespace  ne  pourra  couper 
sa  frontière  qu'en  deux  points.  Nous  dirons  que  la  fonction 
f{t,x}  vérifie  la  condition  de  Lipschitz  relativement  aux 
variables  x  dans  le  domaine  D,  si  l'on  peut  assigner-  une  con- 
stante positive  M  (constante  de  Lipschitz)  tel  que  l'on  ait, 
quels  que  soient  les  deux  points  (t,  .v,,..,  .v„),  (t,  X,,...  X„),  de 
même  t,  dans  le  domaine  D,  la  somme  i^  s'étendant  aux 
indices  i  =  1,  2,...  /(, 

I  f(t,  X„...  X„)  -  f(t,  .v„...  .v„)  I  <  Mi:  I  X,  —  X;  |. 

Cette  condition  sera  réalisée,  en  particulier,  si  les  dérivées, 
pai'liellesde/'par  r.!pi)ort  aux  .v  sont  bornées  dans  le  domaine!), 
aucjuel  cas  leurs  modules  admettront  une  borne  supérieure 
commune  M,  <[ui  sera  la  conslanlc  do  Lipscliitz  correspon- 
dante. 

123.  Théorème  d'existence  et  d'unicité.  —  (Considérons 
maintenant  un  système  île  /(  éipiations  dilîérentielles  simul- 
tanées entre  7i  fonctions  inconnues  a;,,  .v^,...  .v„  de  la  variable 
indépendante  t.  Ce  système  est  de  la  forme  normale  s'il  est 
résolu  par  rapport  aux  n  dérivées  inconnues,  c'est-à-dire  s'il 
est  de  la  forme 

(1)  .V-;  =  /■,(/,  X)         (i=  l,2,...;0• 

Voici,  quel  est,  dans  ce  cas,  le  théorème  d'existence  et  d'uni- 
cité : 

Théorème.   —   Si  les  fonctions  fi  sont  continues  dans   le 


142     CHAP.  V.  GÉNKRAEITÉS  SUR  LIÎS  ÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES 

(Iditidiiic  <(in\'cxe  I),  si  elles  salisfont  à  ht  londilion  de  Lip- 
sclulz  teldti^-ement  (tiix  \-(iri  ililes  x  el  ([iie  l'on  désigne  par 
(<„,  .v,„,...  .\;„„)  (//;  jioinl  intérieur  tm  domaine,  le  système  (2) 
admet,  dans  ce  domaine  I),  nn  systènte  d'intégrales 

.V,  =  F,(0,...         x„=F„(0, 

se  réduisant  respeeti^'ement  àx^„,...  x„„  pour  t  =  i„  el  ce  sys- 
tème est  nniijue. 

La  dénioii.sli'atioji  .se  fait  en  f^éiiéralisaiil,  sous  ces  coiidi- 
lions,  les  trois  théorèmes  du  paragraphe  2. 

124.  Théorème  I.  —  Considérons,  dans  le  domaine  D,  deux 
courbes  passani  par  le  point  initial  (/„,  A-p).  Soient  respectis^e- 
ment  :  .v,,  .v,,...  x„  et  X,,  X.^,...  X„  les  i,'aleurs  (fonctions  de  t) 
des  n  '.'aria})les  x  sur  ces  deux  courlies.  Si  chacune  des  fonc- 
tions Xi  et  Xi  (i  =  1,  2,...  ;i)  ((dmet  une  dérii>'ée  bornée  el  inté- 
grahle  et  satisfait  à  l'é<iu<ilion  (2),  sauf  les  erreurs  respec- 
lives  w,  ('/  ili,  la  somme  des  modules  de  toutes  les  erreurs  w; 
et  12,  ne  dépassant  pas  s,  on  aura,  dans  le  domaine  D. 

'i   I  X,-.v,  I  <J^(eMI'-',.l_l), 
(=1  'M 

où  M  est  la  somme  des  constantes  de  Lipschitz-,  M,,  relatives 
à  tontes  les  fonctions  f. 
On  a,  par  liypotlièse, 

x-i=fi{t,x)  f  .0,,  X;=  /-,(/,  X)  +  «J,; 

d'où,  [)ar  soustraclion  membre  à  niemlire, 

I  x;-  .v-;  1  <  I  fi(t,  X)  -  fi{t,  X)  I  +  I  <>,  -  .0, 1 

<  1\I,Ï  I  X,  —  X,  I   +   I  ti/  —  oj^l 
c\,  en  addilionnanl  pour  tous  les  indices, 

A-;  I  <  Ms  I  X,-  -  A-,- 1  +  s. 

«  =  S|  X,-A-,  I, 

»'  =  i:[±(x;-A-;)i<ï|  x;-A-;i 

II'  <  Mu  +  £. 


V 

|XÎ 

Posons 

d 

'où 

il 

vient  (/ 

fortiori 
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Cette  illégalité  est  semblable  à  celle  qui  a  été  obicnuc  au  §  2 
et  la  démonstration  s'achève  de  la  môme  manière,  en  sui)sti- 
tnant,  au  besoin,  des  polygones  inscrits  aux  courbes. 

125.  Théorème  II.  —  Quelque  petit  que  soit  e  positif,  on 
peut  trdcer  ilaiis  le  domaine  I)  une  ligne  continue,  .V;  =  tpj(i) 
(i  =  1,  2,...  ?i),  passant  par  le  point  (/„,  x„),  telle  que  les  <fi 
aient  leur  dérivée  intégrable  et  i>-éfilient  le  système  (1)  ((vec 
des  erreiifs  absolues  dont  lu  somme  est  <^  e.  Si  e  tend  vers  0, 
les  'il  tendent  vers  des  intégrales  V(.\)  de  valenr  initiale  .v,,,. 

La  démonstration  faite  au  §  2  se  généralise  d'elle-mèiue.  On 
peut  construire  dans  l'hyperespace  une  ligne  polygonale  qui 
répond  à  la  question.  On  partage  le  domaine  D  en  domaines 
élémentaires  a  assez  petits  pour  (jue  la  somme  des  oscillations 
des  fonctions  fi{t,  x)  soit  <^  s  dans  chacun  d'eux.  Cela  fait,  on 
trace,  en  partant  du  point  initial  avec  la  direction  imposée  en 
ce  point,  une  ligne  polygonale  dont  la  direction  change  au 
passage  d'un  élément  a  dans  un  autre,  chaciue  coté  ayant  la 
direction  imposée  au  passage  de  la  frontière.  Cette  ligne  vérifie 
le  système  différentiel  au  degré  d'appi'oximation  e.  Si  l'on  fait 
tendre  e  vers  0,  cette  ligne  tend  vers  une  courbe  intégrale, 
comme  dans  le  cas  de  deux  dimensions.  Comme  dans  ce  cas 
encore,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

126.  Théorème  III.  —  Le  système  des  intégrales  F(t)  de 
valeurs  initiides  .v,„  est  unique  dans  le  domaine  D.  Tout  sys- 
tème de  fonctions  Xi  ayant  les  mêmes  valeurs  initiales  qui 
satisfait  approximativement  aux  équations,  diffère  aussi  peu 
qu'un  veut  du  système  intégral,  pourvu  ([uc  les  erreurs  soient 
assez  petites.  D'une  manière  plus  précise,  si  la  somme  des 
erreurs  absolues  commises  sur  chaque  équation  est  <^  s,  on  a, 
dans  le  domaine  D, 

S|.v,-F,.(<)  I  <^(e»'M-'„l_i). 

Ces  propositiidis  fournissent  une  méthode  j)Our  le  calcul 
approché  des  intégrales  dont  on  donne  les  valeurs  initiales  Xi„ 
pour  t  =  t„. 
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§  5.  Propriétés  des  intégrales  d'un  système 
d'équations  différentielles 

127.  Le  système  intégral  considéré  comme  dépendant  des 
valeurs  initiales.  —  i.c  sy.sl(Miic  inléHral  des  éqiialioiis  (I) 
(lu  |)aiayrii[)liL'  pivi'édciil  drpciict  des  valeurs  initiales  .v,„,... 
.v„„  pour  t  =  i„.  Eeri\H)iis-le  sous  la  f'oiiuc 

X,-  F,(/, -v, .Y„„)         (/  =   I,  2,...  ;)). 

iNous  [joiivoas  énoMi'cr  les  lin-oreilles  sui\aiils  : 

128.  Théorème  I.  —  Si  les  fonctions  f(l,  .v)  du  système  <lif- 
jerenliel  sunl  continues  et,  eti  ontvc,  li\iscliit:-iennes  prif  luiii- 
port  aux  .V,  les  intéi:;eoles  .v,  sont  des  fonctions  conlinnes  des 
\uilenrs  inilioles  .v,,.  S/  l'on  donne,  à  l'nnc  en  [Hiriicidicr  .\"(„ 
des  \'nlenrs  initiiiles,  nn  dccroissenienl  A.v,,,,  les  aceroisse- 
nients  A.\\.  (/»/  en  résnltenl  pour  les  fonctions  .\\  (k ^  1,2...  n) 
satisfont  à  la  condition 

ï|  Aa>  I  <  I  A  A-,,  I  e^' 1^-^,1, 

k 

ofi    M    désiiine,    comme    ]>récédcn\ment,    la   somme   des   con- 
stantes de  Lijisctiitz-  celali^'es  anx  fonctions  /'(/,  .v). 

Doiiiious  aux  valeurs  initiales  .\",„  un  système  il'aeei'oisse- 
uiuuts  A.v,:„  et  soit  A.Vj  le  systènu'  d'accroissements  des  fonctions 
.V(.  Le  sy.stème  de  fonctions  (.V;  +  A.v, — A.v,„)  (de  valeui's  initiales 
-\'in)  vérilie  le  sysiènu'  dilTér<'iiliel,  sauf  des  erreurs  de  la  foriuc 

I  /•(/,  .V  +  A.v  —  A.v„)  —  fit,  X  +  A.V)  I, 
doni  la  somme  esl  inférieure  à  Mïl  |  A.v,,,  '.  Or  la  dilléieiue  de 
ces  deu.v  intégrales  île  même  \aleur  initiale,  est 

(Xi  +  A.v,  —  A.v,,,)  —  Xi  =  Ixi  —  A.Y,„  ; 
il  ^  ieiil  donc,  par  la  proposilioii  111  iln  n"   I2(), 

1  I  A.v,  -  A.v,,  I  <  ï  I  A.v,,,  I  (c*<  I  '-'„  1-1). 
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Amiuloiis  les  acfi'oissemcnls  des  valeurs  iiiiliales  sauf  un 
seul,  A.v,i),  dans  eelle  i-i'lalii»n  ;  puis  ajoutons  le  même  terme 
I  A.v,ii  I  aux  deux  membres.  La  relation  peut  alors  s'écrire 
comme  il  suit  : 

i:  I  A.Vfc  I  —  I  \Xi  i  +  I  A.Vi  —  A.v,,,  [  +  I  A.\-,-„  I  <  I  AXio  |  e->'  I  '-'J. 
Mais  la  somme 

I  A.Vi  —  A.v,i,  I  —  I  A.v,-  [  -f  A.v,„  I 

est  uuUe  si  |  A.v,  |  est  >  |  A.Vjo  |,  et  positive  si  |  A.v,  |  <^  |  A.v,o  |. 
On  peut  donc  supprimer  cette  somme  de  la  relation  précé- 
dente, qui  subiste  alors  a  fortiori,  ce  (jui  prouve  le  théorème. 

129.  Théorème  II.  —  Si  les  foiiclioiis  continues  f{i,  x) 
(tdiuetleni,  en  onti-e,p(ir  rapport  aux  x,des  dérivées  partielles 
cunlinues  dans  le  domaine  IJ,  les  / /( k'y/YfVt'.s  V(t,  x„)  admettent 
des  dérivées  partielles  par  rapport  aux  .v„,  et  celles-ci  sont 
fonctions  eontiiuies  des  variables  t,  x„. 

Considéi'ons  les  ileux  systèmes  d'iidégrales  x  et  x  +  A.v,  le 
premier  de  valeurs  initiales  .v,,,  le  second  ayant  les  mêmes 
valeurs  initiales  sauf  une  seule  .v^o,  qui  est  remplacée  par 
Xio  i-  A.Vjii.  Ces  deux  systèmes  vérifient  les  équations  différen- 
tielles et,  en  soustrayant  membre  à  membre  les  équations 
correspondantes,  il  vient 

(A.v,)'  =  f,(t,  X  +  A.V)  -  /•,(^  .V)       {k  =  1,  1,...  /(). 

Divisons  par  A.v,ii  et  faisons  tendre  cet  accroissement  vers  0  ; 
les  quotients  A.v  :  A.v,o  sont  bornés,  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent, et  les  fonctions  fk  sont  dilTérentiables  en  x  ;  on  a  donc, 
sauf  une  erreur  inliniment  petite  sur  les  seconds  membres, 

A.Vio/       1  ixi   A.v,,, 
Donc,  |iaf  la  jjroposition  111  du  n"  12(),  les  (piolienis  A.v,  :  A.v^o 
oui  pour  limites  les  déi'ivées,  l)i('n  (h'Ic'iniinées, 

^^ =   Uki- 

oxin 

qui  sont  les  inté^i'ales  de  mêmes  valeurs  initiales  du  système 
d'équations  linéaires 

n'ki^yi^uu        (i=  1,2,...»); 
Vol.  II  10 
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et  ces  valeurs  initiales  sont  toutes  nulles,  sauf  celle  de  iiu  qui 
est  égale  à  1. 

Ces  dérivées  u^i  existent  donc,  mais  elles  sont,  de  plus, 
fonctions  continues  des  a;,,,.  En  eiîet,  si  l'on  altère  infiniment 
peu   ces   valeurs  initiales,  on  allèro  inlinimcnt  peu  les  A",  et, 

\r.\v  conséquent,  aussi  les  coeflicients  ^- —  des   équations   linc- 

iXi 

aires  qui  précèdent.  Les  anciennes  valeuis  des  j;^,  satisfont 
donc  aux  nouvelles  équations  linéaires  sauf  une  erreur  infini- 
ment petite,  «loue  elles  sont  infiniment  voisines  des  nouvelles 
intégrales  iiki,  les  valeurs  initiales,  0  ou  1,  étant  les  mêmes. 

130. Théorème  III. —  Sous  les  mêmes  conditions,  le  jacohien 


J   = 


0(X,Q,  Xji,,. ..  X,if,) 


ne  s'annulera  pas  dans  le  domaine  D. 

En  représentant,  comme  ci-dessus,  par  iiki  les  éléments  de 
ce  déterminant,  on  a 


H„, 


"il 

H,„       ... 

«11 

n,,     ... 

.]'  = 

V 

... 

k 

uL, 

ii'k«    ... 

Uki       «fc» 


Si  l'on  remplace  iii-,,  n'k„,...  par  leurs  valeurs  données  par  le 
système  linéaire  ci-dessus  (n"  129),  ce  dernier  déterminant  se 

réduit  à  J  — !—  ,  car  les  coefficients  des  autres  dérivées  — —  sont 

2lA-fc  IXk 

nuls  comme  déterminants  à  deux  li;-;nes  égales.  Il  vient  donc 

J'=J-4^. 

k    ^-Vfc 

La  valeur  initiale  de  .1  est   !  ;  il  vient  enfin,  en  inli'gi'ant  cette 
équation. 


(u: 


3.VV 


ou  voit  donc  <in("  .1  ne  peut  pas  s'annuler. 
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131.  Théorème  IV. —  Sous  les  mêmes  cuiuli lions,  le  système 
intégvdl, 

v,       F,(/,A\„),  (/  -   1,  2,...  n), 

peiil  être  résulu  par  rapport  aux  \'(ileiirs  initiales  x^f,  et  mis 
sous  la  forme 

.v>„  =  'IM^.v,)  (/c  =  1,2,...»). 

De  pins,  les  foiietions  'K.(/,  .V/)  sont  dilJerenlialiles  relali'^'e- 
ment  aux  <^ariahles  t,  .Vj. 

En  effet,  les  Fj  sont  difforentiables  et  leur  jacobien  J  ne 
s'annule  pas.  Cela  sutlit  pour  entraîner  l'existence  et  la  diffé- 
rentiabilité  des  fonctions  implicites  .v^,,  (t.  I,  n"  122). 

132.  Théorème  V.  —  Si,  en  pins  des  (■(nulitions  antérieures, 
les  fonetions  f(t,  x)  ont  leurs  dérivées  pai'lielles  par  rapport 
aux  X  eontinues  jusqu'à  l'ordre  n,  les  intégrales  F{t,  x) 
admett)<>nt,  par  rapport  aux  valeurs  initiales  .v„,  des  dérivées 
partielles  eontinues  jusqu'au  même  ordre  n. 

Ce  théorème  se  réduit  au  théorème  II  pour  n  =  I.  Pour 
l'établir  en  général,  supposons  le  démontré  pour  n  —  1  et  mon- 
trons qu'il  subsiste  jiour  ;i.  A  cet  cfTet,  considérons  le  système 

u'ki  =  ^~'^  Un        (l  =  1,2,...»), 

qui  a  pour  solutions  les  dérivées  premières  des  .Va.  par  rapport 
à  Xif,  ;  il  satisfait  aux  conditions  du  théorème  V  à  démontrer 
jusqu'à  l'ordre  n  —  1.  Mais  le  théorème  est  admis  pour  cet 
ordre,  donc  les  dérivées  des  dérivées  premières  des  Xk  sont 
continues  jusqu'à  l'ordre  n  —  1.  Donc  le  théorème  V  subsiste 
pour  n. 

133.  Cas  où  les  équations  différentielles  dépendent  de 
divers  paramètres.  —  Plus  généralement,  supposons  que  les 
équations  dilîérentielles  dépondent  d'un  certain  nombre  de 
paramètres  a,  [3,...  Les  équations  (1)  sont  alors  de  la  forme 

(1)  Vfc=  hit,  X,  a,  p,...)         (k  =  1,  2,...  n). 

Le  système  intégral  dépendra  des  mêmes  paramètres  et  des 
valeurs  initiales,  et  sera  de  la  forme 

(2)  Xfc  =  Fk(t,  x„  a,  [i,...]         (k  =  1,  2,...  ,1). 
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L'analyse  précédonto  s'étend  an  cas  où  l'on  l'ait  varier 
simnltanéinent  les  valenrs  initiales  et  les  paramètres. 

1°  Les  solntioiiH  Xk  seront  des  fondions  continnes  des 
valeurs  iniliitles  et  des  ixiramètres  ddiis  tout  donioine  oi'i  les 
fonctions  f(t,  x,  y.,...)  sont  c(iulinues  [xii  rtiiiixirt  aux  \'(U'i(i- 
hles  et  (iiix  ixironièlres  et,  de  plus,  lipstliitziennes  pur  rap- 
port aux  Xk. 

En  elïet,  nne  variation  inlininienl  pidilc  des  valeurs  initiales 
et  des  paramètres  entraine  une  variation  inlininienl  petite  des 
seconds  membres  des  équations  (I)  ;  donc  les  anciennes  inté- 
grales sont  infiniment  voisines  des  nouvelles. 

2°  Si  les  dérivées  premières  des  fonetions  f(t,  x,  c/.,...)par 
rapport  à  l'un  des  paramètres  sont,  en  outre,  eontinues,  les 
solutions  Xk  auront,  par  rapport  à  a,  des  déi'ivées  premières 

eontinues  u^  =  -z — .  Celles-ci  seront  les  solutions  u  du  système 

(•^)  "k=^^^^l+^  {l  =    1,2,...  Il), 

dont  les  valeurs  initiales  s(mt  nulles. 

Ceci  suppose  toutefois  que  les  valews  iniliides  des  .v*.-  ne 
dépendent  pas  de  a.  Le  théorème  subsiste  si  ces  v(deurs  sont 
des  fonctions  de  a  dont  la  dérivée  est  continue.  ^Jllis  alors  la 

valeur  initiale  de  Uk  est  — ^  — • 

Ces  conclusions  s'obtiennent  par  les  mêmes  raisonnements 
que  le  théorème  11  du  n"  129.  11  y  a  ici  un  terme  en  plus  dans 
l'équation  (3),  parce  que  a  entre  explicitement  dans  fk,  tandis 
que  les  valeurs  initiales  n'y  entrent  qu'implicitement  ])ar 
les  .Vfc. 

3"  .Si  les  dérivées  des  foneliods  /'(/,  .y,  y.,..,)  par  rapport 
aux  variables  X  cl  aux  paramètres,  existent  el  soni  eonlinucs 
Jusqu'à  l'ordre  n,  les  solutions  Xi^  admettront,  par  rapport 
aux  valeurs  initiales  x„  et  aux  paramètres,  des  dérivées  par- 
tielles continues  Jusqu'à  l'ordre  n. 

Ce  théorème  se  réduil  au  pi'écédcnt  ])our  n  -^  i.  On  l'clend 
de  l'oi'dre  n  —  1  à  n,  en  ohsiu'vanl,  coniine  dans  la  démonstra- 
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tion  du  thcorcme  V  qui  précède,  que  ce  théorème  s'applicjue 
au  système  (3)  pour  l'ordre  n — 1,  ce  qui  est  elTectivement 
le  cas. 

§  9.  Classification  des  intégrales 
Intégrales  générale,  particulières,  singulières 

134.  Une  seule  équation  du  premier  ordre.  —  Considérons 
d'abord  l'équaliou  différentielle  unique,  du  premier  ordre, 

y  =  r('V,  y). 

Nous  avous  vu,  moyennant  certaines  conditions,  que  cette 
équation  admet  une  solution  y  dont  la  valeur  initiale  y„  pour 
X  =  Xq  est  arljilraire.  La  solution  doit  donc  déjjendre  d'une 
constante  arlntrairc  G  (qui  peut  être,  en  particulier,  y„).  On 
appelle  intégrale  générale  de  l'équation,  une  solution  y  qui 
dépend  d'une  constante  arbitraire  C,  ou  une  équation  définis- 
sant y  et  contenant  G.  Mais  il  faut  que  la  constante  G  permette 
d'attribuer  à  y  une  valeur  arbitraire  y„  pour  x  =  x„.  Toute 
intégrale  qu'on  déduit  de  l'intégrale  générale  par  une  détermi- 
nation spéciale  de  la  constante,  est  une  intégrale  particulière. 

Dans  tout  domaine  où  se  vérifient  les  conditions  de  conti- 
nuité du  tlu'orème  d'existence  (n"  113),  en  particulier  si  f  et  fy 
sont  continues,  l'intégrale  générale  donne  la  solution  com- 
plète du  problème  de  l'intégration,  car  il  ne  passe  qu'une 
seule  intégrale  par  chaque  point  (x„,  yj,  c'est  donc  l'intégrale 
particulière  passant  par  ce  point. 

Mais,  dans  un  domaine  oîi  les  conditions  de  continuité  n'ont 
plus  lieu  et  à  supposer  que  l'intégrale  définie  plus  haut  sub- 
siste, l'équation  peut  admettre  exceptionnellement  des  inté- 
grales ne  rentrant  pas  dans  l'intégrale  générale.  On  donne  à 
celles-là  le  nom  d'intégrales  singulières. 

115.  Système  d'équation.  —  Soit  un  système  de  n  équations 
différentielles  simultanées  entre  une  variable  indéijendante  t 
et  n  fonctions  .v,,  x^,...  x„  de  t, 

x'i  =  /•,((,  Xj,  x.„...  x„)         (i  =  1,  2,...  n). 
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Comme  on  pcnl  se  (Iomikm'  inliiliairciiicnl  les  Nalcnrs  iiii- 
lialos  des  fonctions  .v  i)()ur  t  ^  /„,  la  soliilioii  doit  (!é|)en(lre 
de  n  constaiiles  arbili'aircs.  On  donne  le  nom  d'inlcgrale 
géruh'alc  à  une  solution,  c'ost-à-dire  un  syslonn»  de  ;i  fonc- 
tions .v  (ou  de  iclalioMs  s('i\  ant  à  les  (l('"linir),  (|ui  (Ii''|umuI  de;; 
constantes  arbitraires  (U.stincleti,  et  l'on  erileud  par  i-e  mot 
(jue  les  (■onslaid(>s  arbitraires  permcllcnt  (l'allril)uer  aux  .v 
des  valeurs  arbiti'aires  pour  t  =  /„. 

Les  inté^'rales  <iui  sont  comprises  dans  l'inli'j^rale  yiMiérale 
par  une  détermination  spéciale  des  constanles  sont  des  intc- 
grnles  particnUcrcfi. 

L'intégrale  g'énérale  fournit  la  solution  complète  du  pro- 
blème de  l'intégration  dans  Inul  domaine  où  les  solutions  tlu 
tliéoi'ème  fondamerdal  d'unicité  sont  vériliées.  Mais,  dans  un 
domaine  où  ces  coiulitions  viennent  à  manipicr,  des  intégrales 
singulières  non  comprises  dans  l'intéf^rale  générale  deviennenl 
])ossibles. 

136.  Équation  d'ordre  n.  —  Soit  eulin  une  é([nati(ni  iiniiine 
de  l'ordre  n, 

.r<")  =  /'(.v,  y,  .v',...y"'-"), 
résolue  par  rapport  à  la  [dus  liante  dérivée.  Elle  se  rament;  à 
un  système  du  premier  ordre  en  désignant  par  />,,  /).,,...  Pn-i 
les  (n  —  1)  premières  dérivées  de  y,  considérées  comme  autant 
d'inconnues. 

Ce  système  sera 

.r'=7), 

p'i  =  pi+,  (/  =  1,  2,...  n  —  2) 

7'"-,  =  f{X,   Y,])„p„,...  /)„-,). 

On  peut  donc  se  donner  arbitrairement  y  et  ses  n  —  1  pre- 
mières dérivées  [xinr  .v  =  x„.  l/intégralc  générale  est  une 
solution  (pii  dépend  de  /!  constantes  ai-bitraires  dislinctes, 
c'est-à-dire  permettant  de  donnei-  à  y  et  à  ses  ;)  —  1  premières 
dérivé(;s  des  valeurs  initiales  arbitraires  j)our  x  =  x,,.  Le 
nombre  des  constantes  arbitraires  est  donc  égal  à  IVn'dre  de 
l'équation.  En  lixani  Iimiis  xaleurs,  on  obtient  des  intégrales 
ixirticulières. 


CLASSIFICATION  DES  INTEGRALES  151 

L'intégrale  générale  fournit  la  solution  complète  du  pro- 
blème de  l'intégration  dans  toul  domaine  où  les  conditions  dn 
théorème  fondamental  d'unicité  ont  lieu  (en  particulier,  dans 
tout  domaine  où  f  et  ses  dérivées  par  rapport  à  y,  y,...  y„-i 
sont  continues).  Si  ces  conditions  viennent  à  manquer,  desf«té- 
gvales  singulières  non  comprises  dans  la  générale  deviennent 
possibles. 

L'étude  des  intégrales  singulières  ne  peut  se  faire  d'une 
manière  satisfaisante  qu'en  se  plaçant  au  point  de  vue  des 
fonctions  analytiques.  Nous  ne  nous  en  occuperons  pas  ici. 


CHAPITRE   Yl 


Intégration 
des  équations  du  premier   ordre 


§  1.  Équation  résolues  par  rapport  à  y' 

137.  Intégrabilité.  —  On  dil  coiiinmiuMiiciil  (|ii'o;(  sait  iitW'- 
grer  une  ôcjualion  (juaiid  son  iiiléf^ialioii  se  ranièiic  à  des 
qiiadratnro.s.  En  ce  sens,  il  n'y  a  (|n"un  pclil  nunihic  d'(''<|ua- 
tions  que  Von  sache  inlégrer.  Nons  allons  examiner  les  |)rin- 
cipales.  Nous  coiiiniencerons  pai-  celles  qui  sont  du  i)remier 
degré  par  rapport  à  la  dérivée  de  la  fonction  inconnue.  Nous 
supposerons  que  celle  fonction  soit  y  ;  mais  il  esl  clair  (|n'on 
pourrait  aussi  bien  considérer  .v  connue  fond  ion  inconnue 
de  y  et  c'est  ce  que  l'on  doit  souvent  faire,  en  j)ralique,  i)our 
être  ramené  à  l'un  des  types  que  nous  allons  ('xaminer.  Il  doit 
être  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que  les  é(jualions  salisfonl 
aux  conditions  de  continuité  et  de  dérivabilité  <jui  assurenl 
l'existence  de  l'inlég'rale  cl  la  l(''i;iliniilé  des  calculs  auxquels 
nous  les  soumettons. 

138.  Équations  différentielles  exactes  (ou  immédiatement 
intégrables).  —  Si  r(''(|uation  esl  du  premier  degré  en  dy  :  dx, 
on  ]ieut  la  mettre  sous  la  foiiue 

(1)  Vdx  +  Qdy  =  0, 

où  P  et  (J  sont  (les  fonclions  données  île  .v,  \\  On  dil  que 
l'équation  est  iiinncdidU'inciil  iiilrgi'dltlc  si  son  pi'emier  mem- 
bre est  une  dillerentielle  lolale  (!xacte.  La  condition  néces- 
saire et  sullisanle  pour  cela  esl  (|ue  l'on  ail  Py  =  Q.v,  ces  déri- 
vées élanl  supposées  continues  (n"  29).  Si  elle  a  lien,  le  premier 
membre  est   la   dillerentielle    totale   d'une    fonction   F(x,  y)  ; 
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l'équalion  revieiil  à  </K  =  0  ;  .son  iiilégralu  sera  donc  F  =  const., 
ou,  en  développant  (n"  27), 

V{x,y)dx  +  ^U(rt,,>-)(/.r  =  C. 

C'est  l'intégrale  générale  el    il  n'y  a  jias  de  solution  singu- 
lière. 

ExciiipU's.  —  Les  intégrales  sont  en  regard  tles  é(inations. 


(:{.v'^  +  i]xy')dx  +  ((yx'y  +  4y')dy  ==  0 
.V  dx  +  y  dy      y  dx  —  x  dy 


]/l+x^-\-y 
dx 


+ 


VV  +  A- 


+      l 


x'  +  y' 
X       \dy 


=  0 


Vx-  +  yV  y 


=  0 


a;^  +  3.\-V'  +r''=  G 


=  cot(G— l'l+x-+j2) 


y 


C=— 2C.V. 


139.  Séparation  des  variables.  —  L'équation  (l)est  immé- 
diatement intégrable  si  les  variables  sont  séparées,  c'est-à-dire 
si  P  est  une  fonction  X  de  x  seul  et  Q  est  une  fonction  Y  de  y 
seul,  car  on  a,  dans  ce  cas,  X^  =  Y'v  =  0.  L'équalion  prend 
alors  la  forme 

X(/.v'  +  Ydy  =  0, 

et  elle  a  pour  intégrale  générale 

X  dx  4    i  YJv- 


C. 

Considérons  maintenant  les  équations  ilu  type 

(2)  XYdx  +  X,Y,dj  =  0 

où  P|  sont  fonctions  de  x,  Y  et  V,  fonctions  de  y  seuls. 

On  (lit  (pi'elles  s'intègrent  par  séparation  des  variahles.  11 
suint,  en  elïet,  de  les  multiplier  {)ar  le  facteur  1  :  X.V  poiu-les 
rauKMier  à  la  forme 

^dx+^dy=0, 

et  les  variables  sont  séparées. 

En  intégrant  cette  é(piation,  on  obtiendra  l'intégrale  géné- 
rale de  (2).  Toutefois  il  restera  à  vérifier  si  l'on  n'a  pas  snp- 
jn-iiné  lie  solution  annulant  le  facteur  X,  ou  le  facteur  Y. 

Les  solutions  des  équations  Xj  =  0  et  Y  =  0  sont  des  valeurs 
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coiislaiik's  .V  ^  a  ou  y  =  3.  Ce  sont  aussi  des  solutions  de 
l'éqiudiou  (2)  donl  elles  ;iiiiuileiit  les  deux  termes;  et  elles 
[)envenl  èlre  acceiitables,  car,  au  poiiil  de  \\ic  géomélriciue, 
elles  eorrespondent  à  des  droites  parallèles  aux  axes. 

Exemples.  —  Les  intégrales  sont  en  regard  des  é(iuations. 


(l+x')y'<lx+(i-y')xhly==0 


{a°  +y'^)dx  =^  2xVax — a'^dy 
sec-.vtg'yJ.v+sec^y  tgxdy=  0 


x-"  +  y-'  =  2Log{Cx:y) 


y — Vax — a'  =  G(o'  +  y\  ax — o^) 
tgxtgy  =  C. 

140.  Équations  homogènes.  —  Si  les  fonctions  V  et  O  de  .v,  .>• 
somI  lioiuogènes  et  du  même  degré,  l'équation 

P  dx  +  Q  dy  =  0 

est  une  é(itialion  homogène.  Dans  ce  cas,  le  quotient  P  :  Q  ne 
dépend  (pie  du  rapport  y  :  x.  L'équaiion,  résolue  i)ar  rap])ort 
à  y',  se  ramone  donc  au  type 

'  y 


(3) 

Les  variables   deviennent   séparables   en    changeant   d'in- 
connue par  la  substitution 

y  =  nx,         d'oii         y'  =  ii   f  xn' . 

L'éipuition  entre  n  et  .v  sera,  en  effel, 

(I)  .vn' =  ■i(//)  —  »  ; 

d'où,  en  divisant  par  .v[i((i)  —  «J  et  en  multipliant  par  dx, 

dx  du  ^  f       du 

Log  .V  =  \  ^y^^ ;;  4-  G. 


x       'f(u)  —  II'  ■        ]  --fin)  —  Il 

On  obtiendra  l'intégrale  générale  de  (3)  en  remplaçant  n 
par  y  :  x  dans  l'équation  précédente. 

On  trouve  aussi  des  solutions  en  annulant  le  facteur  sup- 
primé »((/)  —  H,  ce  qui  donne  généralement  pour  u  un  certain 
noniijre  île  valeurs  constantes  a  =  Hj,  n  =  (i^...  Ces  relations 
satisfont  à  l'équation  (4)  dont  elles  annulent  les  deux  mem- 
bres ;  donc  les  relations 

y  =  !!,.v,         y  =  iu_x,... 

sont  des  solutions  de  l'équation  (3). 

On  peut  aussi  intégrer  les  équations  iioniogènes  en  les  rame- 


EQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE 


nant  à  des  différentielles  exactes.   Nous    le   ferons   dans   le 
numéro  suivant. 

Exemples.  —  Equations  homogènes  avec  leurs  intégrales  en 
regard  : 

.v'i=  C-+  2Cy 
arc  tg^  =  Log  C  \^x^  +  y"- 


xdy  —  y  (Ix  =  \  x-  +  y-  dx 
{X  +  y)(1x  +  {y  —  x}(ly=0 

xydy  —  y"-  dx  =  (x  =  y)^  e   x  dx 


(.V  -f  y)  LogC.x  =  xe    x 


141.  Remarques  sur  les  équations  à  la  fois  homogènes  et 
différentielles  exactes.  —  1"  Quand  l'équation  Pdx  +  Qdy  =  () 
réunit  ces  deux  caractères,  elle  s'intègre  iuimédiateineut  sans 
aucune  (juudralnre,  pourvu  que  son  degré  triioinogénéité  n 
ne  soit  pas  —  1.  Posons,  en  effet, 

V(x,  y)  =  \\x  +  Qy. 

On  aura,  eu  égard  à  l'identité  P^  =  Q'x  et  au  théorème  d'Euler 
sur  les  fonctions  homogènes  (t.  1,  n"  115), 

ÎF  SP         3Q  /    3P  SP\ 

3a;  3.V  3.x  \     3.v  l>yj 

W  3P         3Q  /    3Q  îQ\ 

De  là,  l'identité 

(5)  d(Px  +  Qy)  =  (n  +  1)  {Pdx  +  Qdy). 

Donc,  ;i  +  1  n'étant  pas  nul,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion P(/.v  +  Q(/y  =  0  sera 

p.v  4-  Qy  =  C. 
Exemples.  —  Equations  avec  leurs  iutégi-ales  en  regard  : 


(x^—ixy~2y-)dx+(y-~4xy^2xhly)=^() 
(x'  +  3xy-)dx  +  (y^  +  3.v-y)</y  =  0 


x 


1  +  ey]dx  ^  er[\ )  dy  =  0 


.V  '  —  G.v'y  —  (îy ''x  +  y  ^  =  C 
x"^  -t-  6xV^  +  y*  =  G 

X 

.v  +  ye'=C. 


2°  Supposons  encore  que  PJy  +  Qdx  soit  une  différentielle 
exacte.  Si  P  et  Q  sont  liomogènes  de  degrés  —  1,  on  a  ;i  + 1  =0. 
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Donc,  P.v  +  Oy  ayiml  une  (lillÏMculiclIc  totale  nulle  en  nciIii 
de  l'é(iuali(>n  (.">),  ou  a  i(lciili<i iifinciil  {k  étant  une  eonslanle 
déteiiniuée) 

Px  +  Qy  =  7c. 

on  rnunait  doue  ]ilns  d'intéf^ralc  d  [iridi'i  et  il  laut  recourir  à 
la  luétliotlu  générale  d'intégration. 

3"  Iléciprocjneraent,  si  P  et  Q  étant  homogènes  et  de  degré 
—  1,  Px  +  Qy  se  rédnit  identi(inenient  à  une  constante /c, 
l'(/.v  4-  Qdy  sera  une  ditléreutielle  exacte.  En  elTet,  cette  ideu- 
dil(''  |)einiet  d'exprimer  1'  au  moyen  de  Q,  et  il  vient 

PJ.v  +  ()dy  =  ^~'^^  ,lx  +  Qdy  =  k—  +  (Q.v)  tJ  -^■ 

X  XX 

Or  (J.v  (''tant  d(;  degré  0,  est  nne  fonction  •:;((/)  du  i'ai)iK)rt 
a  =  y  :  \  ;  pai-  eonsé(jneid,  on  a 

PJ.v  +  Qdy=  k  ~  4    r{n)dii, 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte. 

Si,  en  particulier,  k  =  0,  l'équation  se  rétlnit  à  -^(ii)  ilii  ^=  0  ; 
elle  n'a  donc  d'autre  intégrale  que  a  =  const.  ou  y  =  C.v. 

4"  Toute  équation  liomogène  P<Lv  +  Qdy  =  0  peut  être  ren- 
due diflerentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  la  diviser  i)ar 
Px  +  Qy.  En  ellel,  l'équation  homogène  de  degjé  —  1 

Pdx  +  Qdy  ^ 
Px  +  Qy 

est  iminédialement  iidégrahle,  en  vertu  de  la  remarque  3"  (le 
lUMuhrc  k  étaid  égal  à  1).  Mais  le  degré  d'homogénéité  de  cette 
équation  est —  1,  ce  qui  est  le  cas  d'exception  de  la  remarque  1  ". 
N'était  donc  ce  cas,  toutes  les  écpialions  homogènes  s'intégre- 
raient sans  quadrature. 

Le  facteur,  inverse  de  P.v  +  ()y,  i)ar  leciuel  il  hiut  multiplier 
l'éf[uation  pour  la  rcîudre  immédiatemeiU  intégrable,  s'apixdle 
\i<  fdcicilf  iiilriXi'diil  ^\^'  r(''(pialion.  Nous  y  reviendrons  dans 
un  numéio  suivant. 
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Toutefois,  si  P.v  +  Qy  se  rédiiil  ;i  0,  il  y  a  une  exception, 
cette  exi)i'('ssi()n  ne  peut  j)lus  èiro  l'inverse  d'un  facteur  inté- 
{i;Tant.  On  reiulra  l'équation  diUéreutielle  exacte  en  la  divisant 
par  l'.v  on  par  Qy,  ce  qui  ranaène  son  degré  à  —  1,  et  l'on 
retrouve  le  cas  3°  avec  fc  =  0.  L'intégrale  générale  sera  y  =  Cv. 

142.  Équations  réductibles  aux  équations  homogènes.  — 
Ce  sont  celles  du  type  (A,...  a,...  constants) 

(G)  y  -  4'^'^^:^^±^\ 

^  '  '  \  "-v  +  ]>y  -f  (•  1 

1°  A/j  —  aB  est  différent  de  zéro,  on  change,  les  deux  varia- 
bles en  posant 

r,  =  Ax  +  Bv  +  C,  „   ,        A(/.v  +  Bdy      A  +  ïiy' 

ci  OU - —  ^^= ~ 

5  =  ax  +  hy  +  c,  ndx  +  hdy        a  +  hy' 

Dans  notre  hypothèse,  le  dernier  rapi)ort  n'esl  pas  indépen- 
dant de  y'  (ce  qui  arrive  si  Ah  —  aB  =  0),  de  sorte  que  l'équa- 
tion (8)  revient  à  l'équation  homogène  entre  t,  et  E 

A  +  n-J^ 

dr,  •  \  ç 


a  -\-  In 


2"  Si  A]j  —  (iB  -^  U,  ou  change  d'inconnue  seulement  par  la 

relation 

_  Ax  +  By      ax  +  by  ,       .  ^  h     , 

n ^-  =  — ^,       don       '.  =  1  +  -/. 

L'étpuitiou  (6)  se  ramène  à  l'équation  (non  homogène) 


a  '  \OY,  + 

et  les  variables  i,  et  x  se  séparent. 

On  aura  donc  à  intégrer  l'une  de  ces  deux  è(puilions.  On 
remplacera  y,  et  ;,  ou  y,  seulement,  par  leurs  valeurs  et  l'on 
obtiendj'a  l'intégrale' générale  de  l'équation  (0). 

143.  Équations  linéaires.  —  Ce  sont  celles  qui  soni  linéaires 
en  y  et  y',  donc  du  type 

(7)  /+Xj  =  X,, 
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X  et  X,  désignant  des  foiiclions  de  .v  seul.  Le  lerine  X, 
s'appelle  le  second  memhi-c  ;  s'il  est  nul,  ré([ualiou  est  sans 
second  membre. 

1"  Ij'éiinalion  linéaire  sans  second  nicnilirc  s'intèf^rc  par 
une  seule  ijuadralnre.  En  elîet,  elle  i(''(luil  à 

y' 
r'-f  Xv  =  0,       <r<)ii        l-  =  —  X. 

y 

Les  variables  sont  séparées,  l'intégrale  sera 

Log y  =  —  \  \<lx  +  Logd,        d'où         >-  =  Cc~.r    ■^• 

2"  Ponr  intégrer  Véqnation  linéaire  sans  second  memlire, 
désignons  par  u  une  intégrale  particulière  de  l'équation  sans 
second  membre.  Soit  par  exemple, 

—  1  Xi/.v 
U  =   ('     j 

et  changeons  de  fonction  inconnue  par  la  relation 
y  =  HZ-,         d'où         y'  =  u:,'  +  u'z. 

Gomme  n'  +  \n  est  nul  par  hypothèse,  l'équation  (7)  se 
réduit  à 

uz'  =  X,;       d'où       3'=^,  s  =  C  +  (-^  dx. 

u  ]  n 

Remplaçons  mainleiianl,  dans  y  =  h;,  les  deux  facieurs  u 
et  ;■  par  les  valeurs  tiouvées.  L'intégrale  générale  de  (7)  sera 
donnée  pai'  la  ft)nnule  (comportant  deux  quadratures) 

^"•^•fc  +  U.t'.vei'^"'^- 


(8)  ^.  =  e-]^''-M(:  +  ^> 


et  il  n'y  a  pas  d'intégrale  singulière. 

Remariiues.  —  l"Si  l'on  connaît  une  inh'grale  particulièi-e  y, 
de  l'écpuition  linéaire,  son  intégrale  générale  s'obtient  par  une 
seule  quadature.  En  effet,  si  l'on  soustrait  de  l'équaiion  (7) 
celle  (ju'on  en  déduit  en  remplaçant  y  \y,\v  ^•,,  l'écpiation 
devient 

(,r-ri)'  =  ->^(r- V-,)- 
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lô'J 


C'est  donc  une  équalion  linéaire  sans  second  membre  par 
rapport  k  y  —  y,  et  elle  a  ponr  intégrale 


y  —  ri  =  Ce" 


-î-^' 


2"  Si  l'on  connaît  deux  inlégralcs  j)ar(iculi(Mes  y^  et  y„  de 
l'équation  linéaire,  l'intégrale  s'obtient  sans  aucune  quadra- 
ture. En  effet,  r„  vérifie  ré(|ualion  |)récédente  pour  une  valeur 
particulière  dé  G  ;  en  divisant  membre  à  membre,  il  vient 


^ ^=C. 

.n  — .r, 

Exemples.  —  Les  intégrales  sont  en  regard  des  équations. 

gmx 

m  +  a 
y  =  (.V-  +  1)"  (c-  +  C) 


y  — 


y'  +  ay  =  e"'-^' 
ny 


x+  1 


e-^x  -f  1)" 


y  -f  y  cos  X  =  sin  X  cos  x 

3'xî  ^    ^  3t6 


y  =  Ce-«-^' 


y  =  Ce-  »'"  -^^  +  sin  x  —  1 
y  =  Ce-f  +  -f  -  1 


144.  Équation  de  Bernouilli.  —  En  multipliant  par  y"  le 
second  membre  d'une  équation  linéaire,  on  obtient  l'équation 
de  HernouUi 

(9)  y'+Xr  =  X,y". 

Cette  équation,  divisée  par  y",  se  met  sous  la  forme 

1 


il 

y" 


X 


y" 


X, 


Prenons  z  pour  inconnue  cji  posant 
1 


z  — 


y" 


d'où 


("-D^-. 


l'équation  se  ramène  à  Véquatioii  liiiédire 

z'—  (n  —  1)  X2  =  —  (n  —  1)  X,. 
La  valeur  de  r-  ou  de  1  :  y"""'  sera  donc 

—-—^  =  e(n-i) [x<(.v  G  —  (/(  —  l)f  X,(/.v  c>-("-"J-'^''-^- 
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Celle  foiinule  (levieril  illusoire  si  /(  =  I,  dans  ce  cas,  ré(|iiii- 
lion  lie  Heriioiilli  se  réiliiit  à  ré(|ualioii  lim'-aii'e  sans  second 
meinhi'e  y'  +  (X  —  ^^|)  >'  =    0. 

/■.'.\('/;i/)/('.s.  —  J^es  iiilci^iales   sont  en    l('j;ai(l    des  écjnations. 


(1  —  .v")  y' —  .vy  =  axy" 
y'+  2xy  =  2a.vV 
y"-"  {ay'  +  y)  =  x 


y'  +  -r^ 


vy 


xy'  {xy'  +  y)  =  a- 


y-'  =  Cl/1— X*—  a 
2y-2  =  o  (1  +  2. Y-)  —  Ce--'' 

nx 

ny"  =  Ce  "^  +  nx  —  n 
1 
8ry=C(l— x)^-(l  — a;=) 

2(.vy)  '  =  .'U/^v- +  C. 


145.  Équation  de  Riccati.  —  C'est  l'éciuation 

y'  +  \y'  +  X,y  +  X,  =  0, 

où  les  lettres  X  désignent  des  fonctions  de  .v  seul.  Cette  i'i[na- 
tion  peut  s'intégrer  (fuand  ou  en  conunit  une  solution  purli- 
eulièrey,. 

Posons,  en  elTet, 

y  =  j'i  +  -  ; 

I'é([nation  devient 

z'  +  {y\  +  \yi  +  X,y,  +  X,,)  +  Xc^  +  2X,v,r-  +  X,:.  =  0 
et,  y^  étant  nne  intégrale  particnlièrc,  elle  se  rédnil  à 

c.'+r.(2Xy,  +  X,)  =  -X3=. 

C'esl  une  riiudlioii  île  liernoulli,  qu'on  raiiirne  à  une  é(jua- 
lion  linéaire  en  posant  ;  -  1  :  //.  On  sérail  dcnic  ramené  direc- 
tement à  une  é<iuiilion  liuédire  en  posant  loul  de  suite 

i 

y  =  ,v,  H — 
(/ 

•S/  l'on  counnil  trois  iutégrdles  iKirlienliéres  y,,  y^,  y^^  de 
l'équdlion  (le  liiicdli,  l'intégrale  générale  s'obtient  sans 
dui'une  (j Uddrdlure. 

En  ell'et,  on  connait  aloi's  deux  iidé'grales  pari  iculières  : 

1  1 


Yî     iXi 


Xa      y\ 
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de   l'équation   en   a.   Donc  l'intégrale  de  l'équation  eu  ii  est 
(.."  113) 


=  Coust. 


(lelle  de  l'équation  de  liiccati  s'obtient  par  l'élimination  des 
lettres  u,  ce  sera 


r  —  y^ .  rs  —  ji! 


Coust. 


r— v,   Ja  — r, 

Cette  formule  expiime  que  le  l'dpijorl  aiUiavmunique  de 
quatre  intégrales  de  l'équation  de  RiccatT  est  constant. 

Remarque.  —  Ou  peut  supjjoser  X  diflereut  de  0  dans 
ré((ualion  précédeiite,  sinon  elle  serait  linéaire.  Alors,  par  la 
substitution  j-  =  ;  :  X,  elle  se  ramène  à  la  forme 

:/+c.--'  +  (x,->-jc.  +  XX,=  0, 

ou,  plus  sinq)liMurnl,  P  et  Q  étant  fonetit)iis  de  .v  seul, 
z'  +  z'  +  Vz.  +  Q  =  0. 

Par  la  substitution  ;  =  u'  :  n,  celle-ci  revient  à  l'équation  ilu 
second  ordre 

n"  +  Pu'  +  Qu  =  0. 

Cette  nouvelle  éipiation,  que  nous  étudierons  en  détail  dans 
le  chapitre  suivant,  est  une  équation  linéaire  sans  seeond 
membre. 

Cas  d'intéoraiîilité  de  l'équatiox  de  Riccati.  —  L'équation 

y'  +  ay^  =  7j.v"' 

est  un  cas  particulier  de  celle  de  Riccati,  elle  s'intègre  sons 
forme  finie,  eliaque  fois  que  2  :  (m  +  2)  est  un  nombre  impair 
(positif  on  négatif),  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  chaque 
fois  que  m  :  {m  +  2)  est  un  nomijre  pair  (positif  un  négatif). 

n' 
En  effet,  i)ar  la  substitution  y  =  —  elle  devient 

'  -^       an 

u"—ab  !i.v'"  =  0. 

(Test  la  transformée  obtenue  jtar  Euler.  Nous  prouverons, 
dans  le  chapitre  suivant,  qu'elle  s'intègre  sous  forme  finie 
pour  les  valeurs  de  m  iiuliquées  ci-dessus. 
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146.  Théorie  du  facteur  intégrant  ou  multiplicateur.  —  Suit 
l'équation 

(10)  Vilx  -t  Qdy  =  0. 

On  i\i)pcll('  nuiltiiilicdlcnr  ou  fdciciif  iiilci^vdiit  un  facteur  v., 
yonéi-iilenicut  foncliou  de  .v  et  île  y,  ti'l  (|ue  ri'xpies^iiun 

a(Pdx  +  Q(ly) 

soit  une  (lillcrentielle  totale  exacte. 

1.  //  existe  an  facteur  intégrant  sons  1rs  (■(inililioiis  d'exis- 
tence et  d'nnieité  de  l'intégrale  générale. 

En  effet,  l'inléj^ralo  générale  renferme  une  constante  aibi- 
traire  et,  résolue  par  rapport  à  celte  dernière,  elle  pi'end  la 
forme 

F(x,  y)  =  C. 

Connaissant  cette  intégrale,  on  peut  en  déduire  un  facteur 
intégrant  y..  En  effet,  différentions-la  totalement,  puis  élimi- 
nons dx  et  dy  entre  l'équation  obtenue  et  l'équation  (10)  ;  il 
vient  successivement 

F'        F' 
F.VLV  +  F;</y  =  0,  y  =  -^- 

Cette  dernière  équation  ne  renferme  plus  C  et  doit  être  véri- 
fiée en  tout  point  .v,  y  de  l'intégrale  générale,  donc  en  un 
point  (piclconque,  car  on  peut  faire  passer  une  intégrale  par- 
ticulière par  ce  point.  (l'est  donc  une  identité  :  ses  deux  mem- 
bres ne  sont  (pie  deux  expressions  différentes  d'une  même 
fonction  de  .v,  y  que  nous  désignerons  maintenant  par  ;j..  11 
vient  donc  identiquement 

F.;-  =  uP,       F'y  ^  [j-Q,      d'où      <j.{Y'dx   \   Qdy)  =  dF(x,  y). 

Donc  a  est  un  facteur  intégrant.  On  voit,  de  plus,  (pie  si 
l'on  connaît  une  forme  F  =  C  de  l'intégrale  générale,  on  en 
déduit  un  facteur  intégrant  corresjn.iulaut  a  =  i''v  :  P. 

On  a  montré  au  paragraphe  3  du  chapitre  Y  que  les  condi- 
tions d'existence  et  de  différenliabilité  admises  ici  pour  V 
seront  i-éalisées,  en  particulier,  si  l'on  prend  la  valeur  initale  y,, 
pour  constante  C. 
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II.  Si  F(.v,  y)  =  C  et  F^(x,  y)  =  Cj  sont  deux  formes  diffé- 
rentes de  rintégrale  générale  de  Véqnation  (10),  on  a 

F,  =  (f(F). 

En  effet,  soient  ;j.  et  ijl,  les  deux  facteurs  intégrants  corres- 
pondants à  F  et  à  Fj.  On  a 

lJ.{Vdx  +  Qdy)  -  dV         ;jL,(l>f/.v  +  Qdy)  =  dF, 

d'où 

f/F,  =  iil  dV. 
u. 

l 

Cette  relation  a  lieu  .v  et  y  étant  les  variables  indépendantes. 
Elle  .subsiste  si  l'on  change  ces  variables.  Comme  F  contient 
au  moins  une  des  deux  lettres  .v  ou  y,  supposons  que  F  con- 
tienne y.  Prenons  alors  .v  et  F  comme  variables  indépen- 
dantes ;  cette  relation  nioutiv  (jue  l'on  a 

?.v-  '  ?F         u. 

Donc  F,  ne  dépend  que  de  F  et  l'on  a 

F,  =  -f(F),         j-'  =  '.'(F). 

III.  7/  existe  une  infinité  de  fctetenrs  intégrants,  et  si  ia  est 
l'un  d'eux,  ils  sont  tous  eoniiiris  dans  lu  firmule  générale 
Ij.'l'(F),  la  fonction  '\i  restant  arl)itraire. 

Tout  facteur  intégrant  a,  est  de  cette  forme,  car,  si 
[ji.,(Pd.v4  Q(Zj')  =  dF,,  a,  vérifie  la  dernière  équation  ci-dessus. 
Réciproquement,  tout  facteur  de  cette  forme  est  intégrant,  car 
on  a 

^u(F)(PfZ.v  +  Qdy)  =  '\>{V)dV  =  d.fl{F)dF, 

ce  qui  e.st  une  différentielle  exacte. 

IV.  La  connaissance  d'un  facteur  intégrant  permet  d'ob- 
tenir l'intégrale  générale  par  les  <inadratures  et  de  déter- 
miner immédiatement  la  solution  singulière  s'il  y  en  a  une. 

En  elTet,  l'équation  différentielle  peut  s'écrire 

Pr/.v  +  Q''V  =  -  (IF  =  0. 
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Elle  se  décompose  en  deux  autres  :  dV  =  0,  ce  qui  fournit  la 
solution  générale,  et  1  :  a  =  0,  ce  (jul  fournira  la  solution  sin- 
gulière s'il  y  en  a  une.  La  solution  singulière  jouit  donc  de 
la  propriété  remarquable  de  rendre  infini  le  facteur  intégrant. 

147.  Recherche  d'un  facteur  intégrant.  Cas  de  l'équation 
linéaire.  —  Parmi  les  é(|uations  étudiées  précédemment,  il  y 
en  a  que  nous  avons  intégrées  par  le  procédé  du  facteur  inté- 
grant. Ce  sont  d'abord  celles  qui  s'intègrent  par  séparation  de 
variables  (u"  139),  car  cette  séparation  se  fait  en  inidtipliant 
l'équation  par  nn  facteur  intégrant  facile  à  apercevoir.  Ce  sont 
encore  les  équations  homogènes,  que  l'on  rend  immédiatement 
intégrables  (n"  141)  en  les  divisant  par  Px  +  Qy,  ce  qui  est 
donc  l'inverse  d'un  facteur  intégrant. 

En  dehors  de  ces  deux  cas,  la  recherche  d'un  facteur  inté- 
grant est  nn  procédé  peu  pratique  d'intégration  et  c'est  plutôt 
l'intégration  de  l'équation  qui  conduit  à  la  connaissance  d'un 
facteur  intégrant  par  la  méthode  indiquée  au  n°  précédent. 

Cherchons  les  conditions  analytiques  auxquelles  doit  satis- 
faire un  facteur  intégrant.  Pour  simplifier,  mettons  l'équation 
sous  la  forme 

(U)  dy  +  Pdx  =  0. 

La  condition  pour  ([ne  [^{dy  +  Pdx)  soit  une  différentielle 
exacte  est 

Ix  3y 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  et  l'intégration  de 
cette  équation  doit  être  considérée  comme  un  problème  d'oi-dre 
plus  élevé  <iue  celle  de  l'équation  (11). 

Comme  application,  cherchons  à  quelle  condition  le  facteur  ij. 
sera  fonction  de  x  seul.  L'équation  précédente  se  réduit  dans 
cette  hypothèse  à 

y.        7iy 

11  faut  donc  (pie  Py  soit  fonction  de  .v  seul,  c'est-à-dire  que  P 
soit  une  fonction  linéaire  de  ,v.  Les  seules  équations  de  la 
forme  dy  +  l'dx  =  0  dont    le  facteur  intégrant   soit   l'onction 
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de  X  seul,  sont  donc  les  équations  linéaires.  Pour  celles-ci, 
P  est  de  la  forme  Xy  —  Xj  et  P^.  est  égal  à  X. 
Soit  donc  l'équation  linéaire 

dy  +  y^  dx  =  X,dx  ; 

son  facteur  intégrant  est  donné  par  l'équation  (12),  qui  devient 

-^  =  X,        d  ou        [j.  =  e] 


ut 


Multiplions  donc  l'équation  linéaire  par  le  facteur  intégrant  jj. 
et  observons  que  uX  =  u'  ;  il  vient 


d(it.y)  =  aX.d.v, 
y  =  iJ|.X,d.v. 


C'est  la  formule  d'intégration  de  l'équation  linéaire  (n"  143). 
Le  facteur  [x  est  l'inverse  d'une  solution  de  l'équation  sans 
second  membre. 

EXERCICES 

1.  ^^n  prcnani  j-  —  X,  :  X  pdiu'  inconnue,  montrer  que  l'intégrale  de 
ré([uatii)n  linéaire  (n"  143)  peut  s'écrire 


X.       -' 


Xdx 


y  =  -y^  —  e 


G  +  j  e 

2.  Monlror  que  l'on  i)eut  intégrer  l'équation 

P(xdy  —  ydx)  =  Qdy  —  Rdx, 

où  P,  Q,  R  sont  homog'ènes  en  x,  y  et  Q,  R  du  même  degré. 

R.  On  pose  y  =  ii.v  et  l'on  obtient  une  équation  de  BornouUi  pour 
déterminer  .v  on  fonction  de  u. 

3.  Intégrer  l'équation  de  l'exercice  précédent,  en  supposant  que  P,  O,  R 
soient  linéaires  en  .v,  y,  mais  non  plus  nécessairement  homogènes 
(Équation  de  JacobV). 

R.  Si  P,  U>  R  sont  homogènes,  c'est  une  application  de  l'exercice  pré- 
cédent. Si  cette  condition  n'a  pas  lieu,  on  la  réalise  par  le  changement 
de  variables 

x  =  l  +  y;  y=-r\  +  ^, 

en  déterminant  les  constantes  a,  p  par  les  conditions 

r(«.  P)  _  Q(a,  P)  _  R(a,  fi) 
1  a  |3 
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En  égalant  cliaipio  i'a]>|)ort  à  uno  iiii'ini'  iiiconniio  X,  on  on  tiro  ti'ois 
c'qiiations  linoaii'os  onlri;  i-  ol  jJ  el  réliniiriation  de  i-,  \J,  foninil  une 
équation  du  3'""  degré  pour  (N'Icnnincr'  X. 

■1.  La  condilicui  nécessaire  et  suffisante  jiour  que  I  ;  (l'.v  +  <J_>)  soil 
facteur  intégrant  de  Pd.v  +  Q(/y  =  0  est  que  P  :  (J  soit  lioniogéne  de 
degré  0. 

5.  La  coiidilion  nécessaii'e  et  suffisante  pour  que  I  :  (P.v  —  ^y)  soit 
facteur  intégrant  de  Pt/.v  +  0((_)-  =  0  est  que  P.v-  :  U  soit  fonction  du  pro- 
iluil  .vw 

(j.  La  condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  P(/.v  +  <J(h-  admette 
un  multiplicateur  homogène  de  degré  n  est  (|ue  la  fonction 

■v-(PV  — G'A.)-/i(J.v 

Vx  +  Or 

soit  homogène  el  de  (lci;ié  0. 

§  2.  Equations  non  résolues  par  rapport  à  y 

148.  Définition  de  Pintégrale  générale.  —  Soit  iiiio  (>(|iii(lion 

(1)  /(-v,  .V,  y')  =  0. 

On  pourra  généralement  tirer  de  cette  équaliou  ]ilusieurs 
valeurs  pour  y' ,  pont  être  nième  une  infinité, 

(2)  .r'  =  /-,(.v,  V),       .r'  =  /;(.v,y),... 

Ces  écjuations,  qui  sont  de  la  forme  tiaili'e  dans  le  para- 
graphe })récédent,  auront  cliaeuue  leur  Intégrale  générale,  soit 
resijectivemeni 

(3)  F,(.v,  .V,  C)  =  I),  K,(.v,  y,  C)  =  (».... 

Ce  sont  autant  de  solutions  île  réipialion  (I)  cl  l'on  ap[)elle 
intégrale  générale  de  cette  équation  une  soin  lion  (pii  comprend 
toutes  les  précédentes. 

Lorsqu'il  n'y  a  f|u'uu  nombre  limité  n  d'écpiations  (2)  et  par 
suite,  d'(''([ualions  ('.]),  on  |)eut  obtenir  cetle  intégrale  générale 
en  multipliant  entre  elles  toutes  les  relations  (;î),  ce  ([ui  donne 

(4)  ]■  ,(.v,  y,  C)  F,(.v,  y.  C)...  F„(.v,  y,  C)  =  0. 

Il  arrive  souveni  (pie  toutes  l(\s  écpiations  (3)  peuveid  être 
comprises  (;u  une  sente  icuifcM-mant  d(îs  fonctions  à  détermina- 
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lions  multiples.  Cette  relation  unique  est  alors  l'intégrale  géné- 
rale. Si  les  fonctions  à  déterminations  multiples  sont  des  radi- 
caux, on  pourra  généralement  les  faire  disparaître  par  des 
élévations  de  puissance,  mais  il  est  clair  que  cela  revient  à 
former  l'équation  (4).  Il  est  à  remarquer  que  cette  opération  a 
déjà  été  faite  pour  plusieurs  des  équations  proposées  au  païa- 
graphe  précédent.  En  voici  un  lunivel  exemple  :  soit 

dy 


1  +  y\         d'où 


=  dx. 


±  l  1  +  y' 
On  en  lire  l'intégrale  générale  sous  les  deux  formes 


Log 


y 


i/IT" 


r\  =  I. 


og  e- 


1 


J'- 


(Ce-v— y)^ 


Exemples.  —  Les  trois  équations  : 


(.v°-  +  xy  f  y')  y'"-  +  {x'y  +  x'y'  +  xy')  y'—  x'y'  =  0 
{d^  —  X-)  y  +  hx  (a-  —  x"")  y  —y'—  hx  =  0 


1 


xrl 


(x-^  +  y-Y- 


-^r' 


reviennent  aux  suivantes,   dont  nous  mettons  l'intégrale  en 
regard  : 


(y— .v^)0-'— .v-y)(r'— r')=o 

[(a^— .v^),v'^— l](y'  +  /,.v)=0 

{^y'-yf  =  [yy'(x-^y'-)f 


X' 


(.r  +  C)' 


C    y— GeT     V 


hx"" 


1 


C  — .V 

\2 


=  0 


arc  sm 


2 


y  =  xtg  Gdb^ 


149.  Équations  où  manque  une  variable.  —  Elles  sont  de 
l'une  des  deux  formes  suivantes  (la  seconde  se  ramènerait 
d'ailleurs  à  la  première  en  prenant  x  pour  inconnue)  : 

/•(.V,y')  =  0  ou  /•(y,y')  =  0. 

On  ramène  immédiatement  l'intégration  à  une  quadrature  en 
résolvant  l'équation  par  rajjport  à  y' .  Mais  il  arrive  que  l'équa- 
tion soit  plus  facile  à  résoudre  par  rapport  à  .v  (ou  à  y)  cpie 
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par  rapport  à  y'.  Dans  cv.  cas,  cm  faisant  la  resolution  et  en 
remplavant  y'  par/),  on  oliliciit  (suivant  rhypotiu'sc) 

^   -^  =  'f(P)  ^    y  =  9iP) 

C'est  une  rcprcsentatioii  pdi-anu-lrif/iw  <lc  l'inlcj^ralc  :  x  et  y 
sont  cx]»rinics  on  fonction  de/).  En  éliminant  />  entre  les  deux 
relations,  on  met  l'intégrale  sous  la  forme  liahiluelle. 

Exemples.  —  I.  Soit  ré(p(atioii  x  =  p^  +  1  ;  il  vient 

3 


y  =  ynix  =  S^phlp  =  -/>'  +  C. 


En  éliminant  p,  il  vient  (.v  —  1)'  = 


ap 


,(v-C) 


IT.  Soit  l'équation  .v  =    ^  ;  il  vient 

i"    PiJp 


V  1  +p' 
y  —  G  =  \ pclx  =  px  —  \ .V(//)  =- /)a;  --a\~= 


+  P' 


=--  px  —  a\  1  4-/)* 


y- G 


l'i  +p' 

l'ji  ('liniinant  />,  il  vient  .v"  +  (y —  C)-=  a^. 

150.  Équations  homogènes.  —  Désig-noas  encore  3''  par  p  et 
soit  f{x,  y,  /))  =  0  une  é(|uati()n  homogène  par  rap[)ort  aux 
deux  variables  x,  y.  En  divisant  par  une  puissance  conve- 
nable de  .V  et  en  posant  y  =  iix,  l'éciuation  prend  la  forme 
F{ii,  /))  =  0.  Si  on  peut  la  résoudre  par  rap])orl  à  /),  elle  se 
ramène  à  la  forme  étu(li('>e  au  u"  i  10.  Laissons  ce  cas  de  côté. 
Si  on  |)eMl  iai(''soii(lre  par  rapport  à  (/,  on  aura 

H  =  tp(;)). 


(llierelions  la  lelation   entre  x  et  /).  En  dilTereuliaut  y 
on  obtient 


ha; 


(t  ou 


dy  =  pdx  =  ntlx  +  xdu, 
dx  _     du     _    'i'(p)pd 

X         p  —  Il        p  —  'f(/))' 
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L'équation  difTérciilii'llc  eiiliv  .v  et  /)  est  à  variables  séparées 
et  donne  .V  en  fonelioii  de  /»  par  une  quadrature.  On  obtient 
ensuile  y  en  fouclion  de  />  par  la  relation  y  =  iix  =  .V'f(/)).  On 
a  donc  une  rej)réwcnlalion  paraniéhi([ue  de  l'intégrale. 

Exemples.  —  Voici  trois  é(|iialioHs  avec,  en  regard,  soit  x 
exprimé  en  fonction  de  p,  soit  l'intégrale  générale  : 


y — px  =  n.vll  +  p'^ 

yVl  +  p-=n(x  +  py) 
y  =  yp"  +  2px 


^\H  +p-—p\" 


11  +iJ-i 
(.V  —  C)^  +  y'  -  (nC)^ 


151.  Équations  qui  s'intègrent  par  dérivation.  —  Soit  une 
éipiatiou  résolue  pai'  iai)|)ort  à  y 

(5)  y  =  f(x,  y'). 
En  y  remplaçant  y'  par  p,  elle  devient 

(6)  y  =  /(.v,  P). 

Cette  équation  peut  aussi  être  considérée  comme  celle  de 
l'intégrale,  à  condition  d'y  remplacer  p  par  une  fonction  de  .v 
telle  que  y'  =  p.  Si  l'on  dérive  cette  équation,  on  voit  que, 
pour  cela,  p  doit  vérifier  la  condition  nécessaire  et  sulTisante  : 

?/■        ?/•  dp 
'  D.v       Dp  dx 

C'est  une  équation  du  premier  ordre  entre  p  et  .v.  Si  on  sait 
l'intégrer,  on  eu  tirera 

(8)         F(x,  p,  G)  =  0,         d'où         /)  =  cf(.v,  C). 

Portons  cette  valeur  de  p  dans  l'é(pu\liou  ((>),  nous  trouvons 
l'intégrale 

y  =  /-(-v^  ?)• 

L'intégrale  générale  de  (5)  s'obtient  donc  en  éliminant  p 
entre  (6)  et  (8)  et,  si  l'on  a  soin  de  tenir  compte  de  toutes  les 
solutions  de  l'équation  (8),  on  ne  laissera  échapper  par  cette 
méthode  aucune  intégrale  de  l'équation  (5).  On  pourrait  aussi 
résoudre  l'équation  (S)  par  rapport  à  .v,  puis  jjorter  la  valeur 
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(hiiis  (())  ;  on  aiirail  exi)fitiié  ainsi  .v  el  y  ca  l'onclit)!!  de  /)  ol 
olilciui,  par  conséquent,  mie  représentation  paramétri(|ue  de 
rintéf^rale. 

Los  éipialioMs  traitées  tlans  les  deux  n"'suivanls  fonriiissent 
des  exemples  de  celle  méthode. 

152.  Équation  linéaire  en  .v  et  y.  —  Elle  est  de  la  fnime 
(/)  désignant  y') 

(9)  y  =  .v-^(/,)  4    ■l(p). 

Eh  la  (lériNant,  on  en  tire 

Un  peut  vérifier  cette  é(jnation  en  annulant  /)  —  '^{p)  et-r^; 

'  (Jx 

nous  y  revientlrons  (hnis  un  instant.  Supposons  d'abord  qu'au- 
cune de  ces  quantités  ne  soit  nulle  ;  ré(juation  peut  s'(''crire 


(10)  /.  =  '^(p)  +  [.v^lp)  4-  ■'/(!>)]  ^,^ 


Celte  é(iuation  est  linéaire  en  considérant  .v  comme  l'in- 
connue et  p  comme  la  variable  indépendante.  On  sait  l'inté- 
grer et  l'on  trouve  .v  en  fonction  de  p  et  d'une  constante  arbi- 
traire. En  éliminant  p  entre  cette  relation  et  l'équation  (9),  on 
obtient  l'intégrale  générale.  Si,  an  lieu  de  cela,  on  porte  la 
valeur  de  .v  dans  (9),  .v  et  y  sont  exprimés  en  fonction  de  p  et 
l'on  a  une  rei)résentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Annulons  maintenant  p  —  f(p)-  On  en  tire  généralement  un 
certain  nombre  de  valeurs  constanles  /i,,7>.2,...  qui  satisfont  à 

l'i'iinalinn    (Ht),   car -r^- est   alors    nul   aussi.    En    iiortant 
(Ix 

N'aleurs  de  /)  dans  l'écpialiou  (!)),  on  en  lire  un  cei'tain  nomiire 

de  solutions  singulières  (pii,   géométri(]U('inent,  re])résentent 

des  droites. 

Exemples.  —  Les  écpiations  homogènes  traitées  au   n"  lâO 

peuvent  aussi  se  résoudre  ])ar  cette  méthode,   ^'oi('i  d'autres 

exemples  où  les  é(piations  ne  sont  pas  homogènes.  Nous  mêl- 


ées 
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tons  l'équation  à  intégrer  dans  la  première  colonne,  la  valeur 
(le  .V  en  fonction  de  /)  en  regard. 


y  =  .v(l  +  p)  +  /r 


y^2px  +11  +  p' 


y  =  2/).v  —  /) 


X  =  Ce-P—2{p—  1) 
■Ml  +  p 


'ipKx  =  C  +  2/) 


2 

r 


153.  Équation  de  Clairaut.  —  La  méthode  du  n"  précédent 
échoue  si  o{p)  se  rt'-duit  à  p.  Dans  ce  cas,  on  obtient  l'équation 
de  CUtirdiit,  (pii  a  donc  pour  type 

(11)  y  =  p.V   +   .|(p). 

En  la  dérivant,  il  vient 

et,  i)our  (ju'on  ait  _>'  =  ;),  il  faut  et  il  suffît  que  [■X  +  'f'(p)]  -j—  =0. 
Cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 

l"  En  posant  ^  =  0  d'où  p  =  C. 
d.v 

Portant  cette  valeur  dans  (11),  on  obtient  l'intégrale  générale 

y  =  C.V  +  <{.((:), 

qui  représente  géométriquement  un  système  de  droites. 

2°  En  posant  .v  +  'Y{p)  =  0. 

Si  on  élimine  p  dans  cette  équation  et  (11),  on  obtient  une 
sohilion  sans  constante  aihilraire.  C'est  une  intégrale  singu- 
lière, car  elle  ne  peut  rentrer  dans  l'intégrale  générale  {p  étant 
maintenant  fonction  de  x).  La  solution  singulière  représente 
donc  une  courbe. 

L'intégrale  générale  se  eumpose  de  toutes  les  tangentes  à 
la  courbe  représentée  par  la  solution  singulière. 

En  effet,  toute  solution  particulière  est  donnée  par  l'équa- 
tion y  =  px  +  4'(p)  où  p  est  constant.  Cette  droite  passe  par  le 
point  de  la  courbe  qui  a  pour  abscisse  x  =  —  '\''(ji)-  Comme  le 
coelTicient  angulaire  y'  de  la  courbe  en  ce  point  est  égal  à  p 
par  notre  calcul  lui-même,  la  droite  touche  donc  la  courbe  en 
ce  point. 
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Hcfipi'tiqiu'ntciil,  rc([iiaUon  (Ulfévciitiellc  des  tangentes  à 
une  eourhe  le^'ient  à  une  équation  de  Clairaut. 

En  cITol,  ré(jiialion  d'une  droite  étant  y  =  px  +  r/,  pour 
exprimer  qu'elle  touche  la  courbe  ^i  =  /"(a),  on  écrira 

/■(a)  =  px  +  q,  p  =  f'{a.). 

En  éliminant  -j.  entre  ces  deux  relations,  on  ohlicnl  une  rela- 
tion de  la  l'orme  (/  =  '\'{p).  L'équation  générale  des  laiigentes 
est  donc 

y  =  px  +  '\>{p) 

et  elle  dépend  d'une  constante  arbitraire  p.  Pour  former  l'équa- 
tion diirérentielle  des  tanyenles,  il  faut  éliminer/)  entre  cette 
équation  et  sa  dérivée  y'  =  p  ;  on  forme  donc  une  équation  de 
Glairaut. 

Exemples.  —  Voici  (luelques  é([uations  de  Glairaut  avec 
leurs  intégrales  singulières  en  regard  : 

4y  =  (X  +  \y 


y  =  px  +  p  —  p 


,î 


y  =  px  +  IVt^ —  h'p- 
y  =  px  +  11  +  p'^ 


hy\  x''+  //=  a{x-  —  h^) 
.v"+y°-=  1. 


EXEUCICES 

1.  Intégrer  les  équalioiis 

ayy'-+(2x-b)y'-y=^0 
(1  .\--  —  a-)  3-'2  —  4  xyy'  +  y''  —  o^  =  0 


{y  —  A)  \  1  +  .v^ dy  =  ri(l  +  y')^  dx. 

It.  I,a  ini'iiiiri'c  so  ranirne  à  iino  ùquatioii  do  Clairaul  par  la  sul)slilu- 
lioii  y"  =  11,  ol  la  si'conilc  à  une  iM[iiati()n  liiu'airc  cii  .v,  ^•  en  la  résolvant 
par  rapport  à  y. 

l'our  intégrer  la  troisième,  on  pose  .v  =  tg  il,  y  ^  tg  i',  ce  qui  ramène 
à  l'équation  sin  (i'  —  u)  du.  =  inh'  et  les  variables  se  séparent  en  posant 

V  —  Il  =  3. 

2.  L'éqiuition  de  Glairaut  est  la  seule  ([ui  s'intègre  en  remiilarant  >• 
par  (;  (Mansion). 

3.  Transfoi-nuition  de  Legeiidre.  Kl  le  consiste  à  jireudrc>  comme  nou- 
velles varialiles 

X=y        x  =  .vy'-.r. 


.X 

dV 
=  dX' 

y 

-^d\ 

-Y, 

Par 

celle 

siibsl 

itiilion. 

DU 

v: 

Liiiriie  l'iiiio  à  1 

/■(•v, 

.r.r)  = 

0, 

/JY 

dY 
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Va\  liiirérciiliiuit  ceis  relations,  on  en  tire,  sans  (lil1i<ullé, 

r'  =  x. 

'nulle  les  deux  équations 
Y,  x)  =  0 

et  l'inlégrale  do  l'une  fait  connaître  celle  dp  l'aulie. 

dV 

Pcr  exemple,    réqualion  <J)(.v_>' — y)  =  -'^f(y')  devient  «li^V  )  = -ty  -(^^) 

et  les  variables  se  séparent. 

Cette  substitution  suppose  toutefois  que  j'''  ne  soit  pas  nul.  Si  on  l'ap- 
plique à  une  équation  de  Glairaut,  on  ne  trouve  que  la  solution  sin- 
gulière. 

§  3.  Applications  géométriques  des  équations 
du  premier  ordre 

154.  Problème  des  trajectoires.  —  Snit  V(x,  y,  a)  =  0  une 
équation  reiifcriudut  un  jxu'dmctre  y.,  cl  ([ui  rcpi'csenic,  en 
axes  rectangulaires,  mie  famille  îles  courbes  pUuies  F  ;  oti 
demande  de  trouver  les  cour])es  qui  rencontrent,  sous  un 
même  angle  donné  w,  toutes  les  courJjcs  de  cette  famille. 

Soit  (x,  y)  un  point  dti  plan.  Considérons  une  couilx'  de  la 
famille  (F)  et  une  trajectoire  passant  par  ce  point.  Soient,  en 
ce  point,  cp  l'inclinaison  sur  l'axe  des  x  de  la  tangente  à  la 
courbe  et  cp'  =  cp  -|-  w  l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  trajec- 
toire. On  a 

Ceci  posé,  formons  réf[nation  différentielle  des  courbes  de 
la  famille  (F),  ce  (pii  se  fait  en  éliminant  a  entre  F  =  0  et  sa 
dérivée.  Cette  équation  sera  de  la  forme 

(2)  f{x,  y,  y')  =  0. 

Dans  cette  é([ualion,  y'  représente  tg -p.  Si  nous  voulons  en 
déduire  l'écpialion  ilifférentielle  des  trajecloircs,  il  faut  former 
une  équation  ilans  laquelle  y'  représente  tg  cp'.  En  vertu  de  la 
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relation  (1)  entre  tg  tf  et  tg  ■^',  il   faiil,    pour  rola,    reniplaeor, 
ilaus  l'iMiuation  (2),  y'  par  l'expression 


(3) 


y'—  tg  to 

1  +  yMETw' 


D'où  la  rèj;l('  :  L'cqiKttitiii  ili /[rrcnliclli'  des  tnijcctaircfi 
s'ohiiciil  cil  foriiKint  rcquitliDU  liijfcrcniiclh'  des  roarlicfi  (!■') 
et  en  y  rempUivctnl  y'  par  (y' —  1^^  'o)  :  (1  +  y'  t^  w). 

Les  trajectoirees  sont  ortlwgoudles  ou  ohliqiies  selon  (_[ue 
l'angle  w  est  droit  ou  ne  l'est  pas.  Dans  le  cas  des  trajectoires 
ortiiogonales,  tg  m  est  iulini,  l'expi'es.sion  (2)  se  réduit  à  —  1  :  y. 
Donc  l'cquation  des  trajectoires  ortiiogonales  s'oitticnt  en 
remplaçant  y'  par  —  1  :  y'  dans  l'équation  différentielle  des 
conrl)es  (F). 

Si  l'angle  w  est  nul,  la  courbe  cherchée  tout'lie  toutes  les 
courbes  de  la  famille  (F).  On  peut  considérer  le  i)roblènie  de 
trouver  cette  courbe  comme  un  cas-limite  de  celui  des  tra- 
jectoires. L'expression  (3)  se  réduit  à  y'  et  l'équation  des  tra- 
jectoires coïncide  avec  l'équation  difîérentielle  des  courbes  (F). 
La  solution  du  problème  ne  peut  donc  être  donnée  (juc  par 
une  intégrale  singulière  de  l'équation  (2). 


155.  Exemples  de  trajectoires  obliques.  —  Cherchons  les 
trajectoires  des  droites 

y  =  a.v. 

L'équation    dilTéicntielle   de   ces   droites  est  a\>-' =  ^■.  Donc 
celle  des  trajectoires  sera,  d'a|très  la  règle. 


d'où 


A(y'— tgw)  =  .v-(l  +  v'IgM), 


xdy  —  y  d.v  =  tg '0  (a(/a-   i    \-d}-). 


Cette   équation    homogène   s'inlcKic    ininiédialcincnl    en    la 
divisant  })ar  a°  -t  y"  ;  il  vient 


arc  tg  ■     --  tg  w 


Log(A-"  +  y")  —  LogC 
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OU,  plus  simplement,  en  coordonnées  polaires  /•  et  0, 

Les  trajectoires  sont  donc  des  spirales  logarithmiques. 

Hemauqiik.  —  Si  l'on  considère  un  cône  circulaire  droit 
ayant  le  jilan  xy  pour  l)ase,  les  trajectoires  précédentes  sont 
les  projections  sur  ce  plan  d'une  courbe  du  cône,  qui  coupe 
toutes  les  génératrices  sous  le  même  angle  et  qu'on  appelle 
hélice  cylindroconiqiw.  Ou  voit  donc  que  les  projections 
d'une  hélice  cylindroconique  sur  le  plan  de  base  sont  des 
spirales  logarithmiques. 

156.  Exemples  de  trajectoires  orthogonales.  Systèmes 
orthogonaux.  —  Une  famille  de  courbes  et  ses  trajectoires 
orthogonales  forment  ce  qu'on  appelle  un  syslème  orthogo- 
nal. Nous  allons  en  faire  connaître  «luehpies  exemples  simples  : 

I.  Considérons  les  courbes  parabolicpies 

y  =  a.v". 

Leur  équation  difTérentielle  est  .xy'  =  (ly.  Donc  celles  des 
trajectoires  orthogonales  sera 

ayy'  +  .v  =  0,         d'où         a  y''  +  .v*  =  C. 

Les  trajectoires  sont  des  coniques  ayant  l'origine  pour  cen- 
tre. En  particulier,  si  o  =  —  1,  on  a  le  système  orthogonal  : 

xy  =  a,         .V-  —  y^  =  G, 

composé  de  deux  familles  d'hyperboles  équilatères  :  les  axes 
coordonnés  sont  les  asymptotes  des  courbes  de  la  première 
famille  et  les  axes  de  symétrie  des  courbes  de  la  seconde. 
IL  Considérons  les  coniques  homofocales 

-V"  y^ 


^LTrr'- 


Leur  équation  différentielle  est  (n"  10!)) 


--"-+^^=4f^"-v-'=o. 
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('.('Ile  (''(|  lia  lion  se  icpiodiiil  par  le  cliaii^ciiicnl  de  y'  en  I  :  y'. 
Donc  le  sy.sl('im;  des  coniques  lioinofucalcs  coiiliciil  ses  ])rui)rcs 
Irajecloircs  cl  forni(>  à  lui  seul  un  systcnie  ()ilhoj.îoiial.  Par 
chaque  jioini  du  plan  passent  cITcclivcniont  doux  courbes  de 
la  l'aillille,  nue  ellipse  et  une  li\  peilxile,  (pii  se  eonju-nt  à 
angle  droit. 

157.  Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  d'une  sur- 
face. —  Soit  V(x,  y,  z)  =^  0  r(''((uali(rii  d'une  siirfaci'  rapportée 
à  des  axes  rcclaiigiilaires.  Xons  supposerons  l'axe  des  ;  ver- 
tical et,  ])ar  cons(''(pienl ,  le  i)lau  .v\'  liori/onlal. 

Les  lignes  dr  /(/ecau  de  la  sniTaee  sont  les  inli'rseelioiis  de 
la  surface  par  des  jilaiis  liori/.outaiix. 

Les  lignes  de  jdns  gntnde  [)ente  sont  celles  dont  la  taiigeiito 
fait,  eu  cluuiuo  point,  le  plus  grand  angle  possible  avec  le  plan 
horizontal.  Cette  tangente  est  donc  perpendiculaire  à  l;i  tan- 
gente horizontale  (qui  est  celle  de  la  ligne  de  niveau).  Les 
lignes  de  plus  grande  pente  sont  donc  des  trajeett)ires  ortho- 
gonales des  lignes  de  niveau  sur  la  surface. 

Nous  allons  former  les  équations  difTérentielles  des  projec- 
tions de  ces  di-iix  sortes  de  lignes  sur  le  j>!an  xy. 

On  obti(>nt  une  ligne  de  niveau  en  coupant  la  surface  parle 
plan  ;•  =  a.  La  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan  .va'  a  pour 
équation 

F(.v,  y,  a)  -  0. 

l'iMir  former  ré(|uali(ni  di  ITi'rentielle  de  ces  i)rojei-tions,  il 
faut  dérivi'i' cette  écpialion  et  l'Iiminer  a. 

Passons  aux  lignes  de  i)lus  grande  pente.  Ce  son!  les  trajec- 
toires orthogonales  des  lignes  de  iiixcaii  sni-  la  surface.  Mais 
rorlhogonalité  subsiste  en  projecti(ni  sur  le  pian  horizontal, 
parce  (pie  les  lignes  de  ui\'ean  soiil  hoi  izontales  et,  jiar  coiisé- 
(pienl,  h;  plan  projelanl  pi'ipeudiciilaire  à  la  ligne  de  niveau. 
Donc  les  proji^clioiis  des  lignes  de  ])lus  grande  pente  sur  le 
plan  xy  sont  les  Irajectoires  orthogonales  des  ]irojectious  des 
ligues  de  niveau  ;  leur  eqiiaticui  di  Ifereiil  iillc  s'obtient  eu 
remplaçant  y'  |)ai' —  I  :  y'  dans  r(''(|ual  ion  di  llV'renliille  des 
projeelions  des  ligues  de  nixcaii. 
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Ajtplilluoiis  reltc  théorie  aux  surfaces  à  centre  du  second 
ilegré 

A.V-+  ]5.vH-  Cc-''=  H. 

En  renij)Iaçaiit  c-  par  -j.  et  en  dérivant,  on  l'orme  l'équation 
diflérentielle  des  projections  des  ligues  de  niveau 

A.v  +  V>yy'  =  0. 
Celle  des  projeclions  des  lignes  de  plus  grande  jiciite  sera 

A.v.v'—  l$y  =  0. 

C'est  une  équation  à  variables sc'pan'-es,  ayant  pour  intégrale 

y'-  -  ax". 

Si  l'on  suppose  A  --=  B,  la  surface  est  de  révolution,  les  pro- 
jections des  lignes  de  plus  grande  pente  sont  des  droites  et  ces 
lignes  elles-mêmes  sont  les  méridiennes  de  la  surface. 

EXERCICES 

J.  Los  dislances  de  l'origine  aux  (loinls  où  la  langcnte  coupe  Taxe 
des  r  et.  où  la  normale  cou|)e  l'axe  des  .v,  sont  dans  un  rajipoil  constant  a. 
Trouver  la  courbe. 

11.  L'équation  dilTéienlielle  esl  ydx  —  .V(/,V'  =  a{xdx  +  ydy).  La  courbe 
est  une  spirale  logarilhiiiicpu^ 

2.  L'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  est  /c.v"'_)'".  Trouver  la  courbe. 
K.  Oii  obtient  une  équation  dilTércnliclle  de  iienioulli. 

3.  La  projection  sur  le  rayon  veclcur  de  la  normale  terminée  à  l'axe 
des -V,  est  une  constante  a.   Tiouvcr  la  courbe. 

H.  (Test  une  section  conique  r  =  o  :  (I  —  (1  cos  0). 

4.  Trajecloires  orthogonales  des  paiviboles  y-'- =  '2p(x  —  a). 

H.  Leur  écrualion  esl  Log-  y  =  —  —  -j-  (',. 
^  '  i) 

5.  Trajectoires  orthogonales  des  /cissoïdes  y-  (lia  —  .v)  =  .v'. 
H.  Ln  coordonnées  polaires,  i''-=  C  (I  +  cos'^0). 

(i.  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  x"  -\-  y-  =^  a.v. 
li.  Leur  équation  est  .v-  +  ,y'^=  Cy. 

7.  Trajecloires  orthogonales  des  courbes  ;•'  =  ((-  Log  Ig  (Ig  0  :  a). 
H.  On  li'ouve -Ji-'Csin-O  +  C)  =  «''. 
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8.  Le  produit  dos  scf;iiioiils  cDinpris  sur  deux  axes  rcctans'uliiires 
ciitro  l'oris'iiic  et   la  taiif^ciilc  est   une  ((nislaïUc  k~.  Trouvci'  la  courbe. 

R.  r-'quation  dillV'rciiticlli'  de  (llairaiil  A"  —  /J.\  H  k\  — p.  Soliilioii  siii- 
f^'ulii'i'o  ■l.\■^■  =  k.  (rcsl  la  coiirlic  rlH'rclK'C. 

1(.  Coiirlx's  doiil  la  lanf^'(Mil<'  csl  à  uiio  dislaiiço  loiislaiito  (i  i\r  l'oiif^iiio. 
H.  Kqualion    dilTéreuliollo   di'   (Ilaiiaiil   >■  = /).v  +  «  [  1  + />".  Soliilicui 
siuj^'ulii'-rc  .v-  +  y" ^  a'. 

Kl.  La  [lorliou  dr  lan^cnlc  nilii'  deux  axes  reclani^iilaircs  est  une 
constante  </.   Ti'oum'i'  la  ('(UiiIm'. 

R.  Kqualion   de   C.laiiaiil    ^•  — /i.v -i    ii;»  :  |  I  -f- /''•   Soluiion   siiij;iiliérc 
A         A        ji 

Y  3  -)-  y  3  =  f  (  3  . 

11.  Trouver  une  courbe  telle  ([ue  l'aire  S  lonipi'ise  enti'e  la  courbe, 
l'axe  des  .v  et  deux  ordonnées  qnelconipics,  soit  proporlionnelle  à  l'arc  s 
compris  entre  les  mêmes  ordonnées. 

H.  La  courbe  est  une  chainelle  ayani  poiii'  hase  Taxi-  des  .v. 

12.  Trouver  la  développanic  (Irajecloirc  orl  lioj^Diiale  des  laiinentes) 
de  la  cliainelle  \- =  (("'iv -f  c-iiiv)  ;  Uni,  in  pi-ÇManl  coinme  oi'if^ine  de 
cette  déveln|ipaiile  sui'  la  coiirlic  le  point  le  jilus  bas.  —  (lellc  di'velop- 
pante  s'appelle  ti'in-lriif  :  la  Irartiicc  est  aussi  :  I"  la  coiirlic  dont  la 
tang'eule  est  de  lonj^iieur  constante  ;  2"  la  trajectoii'c  orlhof^imale  d'une 
famille  do  cercles  de  mémo  rayon,  dont  les  centres  sont  eu  lij^iie  droite. 

13.  Trouver  la  l'ontc  siii\ii'  par  un  rayon  Inniinriix  qui  liaverse  un 
milieu  dans  leipicl  rimlicc  de  n'Irait  ion  xaiic  propoitionncllcnirnl  à  la 
prolondeur. 


CHAPITRE  VU 
Équations  d'ordre  supérieur  au   premier 


§  1.  Équations  linéaires  sans  second  membre 

158.  Notations.  Premières  propriétés.  —  l'ne  équation 
liiicairc  et  homogène  ou  linéaire  s(tns  second  memJjrc  est  une 
équation  linéaire  et  liomogène  par  rapjiort  à  y  et  à  ses  dérivées 
successives.  Celle  d'ordre  n  est  donc  de  la  forme 

X„y„  +  X,y"-'  +  ••■  +  X„_,y'+  X„y  =  0, 

où  les  lettres  X  désignent  des  lonctions  do  .v  seul,  et  les  expo- 
sants des  indices  de  dérivation.  On  fait  varier  .v  dans  un  intei- 
vallc  où  les  fonctions  X  sont  continues  et  où  X„  ne  s'annule 
pas.  On  i)eut  alors  diviser  toute  l'équation  par  X„.  Autant 
admettre  «  p;'/or/ que  X„  =  1,  auquel  cas  l'équation  devient 

(1)  y"  +  X,y"-'  +  -  +  X„_,y'  +  X„j  =  0, 

les  fonctions  X  étant  toujours  suppo.sées  continues.  Cette  équa- 
tion satisfait  aux  conditions  de  continuité  qui  assurent  l'exis- 
tence et  l'unicité  de  son  intégrale  générale.  De  là,  le  théorème 
suivant  : 

TnÉonic.ME  I.  —  Dans  tout  inte!''~'(dle  de  continnité  des 
fonctions  \,  l'intégrale  de  Véiination  linéaire  et  liomogène  de 
forme  (1)  est  entièrement  déterminée  pur  sa  valenr  initiale 
et  celles  de  ses  n —  1  premières  déris'ées  en  un  point  donné  .v„, 
et  le  choix  de  ces  K'alears  est  arbitraire.  Il  n'y  a  point  de 
sidntion  singnlièi-e. 

Ce  théorème  contient,  comme  cas  particulier,  le  suivant, 
<jui  est  d'un  usage  fréquent  : 

TuÉouiî.ME  II.  —  Une  intégrale  (/ni  s'annide  ainsi  qne  n  —  1 
premières  ilériw'cs  en  nn  jioint  ilonné  .\„,  est  idi'nti(juement 
nulle. 

En  effet,  y  =  0  est  une  intégrale  particulière  qui  satisfait  à 
ces  conditions  et,  par  conséquent,  c'est  la  seule. 
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\,c  |)i'(Miii('r  ini'liihrc  (le  l'rci  ualidii  (1)  csl  un  iiolynoDir  syiti- 
li(iH<liir  (k'  degré  (i  en  \'.  Si  l'on  [josc,  vu  alu-ogé, 

(2)  f{y)      Xn  \   X,,v""'  +  ••■  -I   >^".V, 

lV"(|uati()ii  (1)  s'i'cril  plus  simplcnu'iil 

/■(  V)  -  0. 

Soiciil  i",,  v'„,...  dos  fondions  d(>  .v  ;  (I,,  C^,...  des  conslanlos 
quelconques  ;  t>n  vérifie  dt;  suite  que  le  polynôme  synd)o- 
liijue  f(y)  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  la  relation 

/■((;,  e,+  (;,e,  t-  ...)  --=.  c;,/-(e,)  1    (:/(e,)  4    ... 

On  en  e.onclut  le  théorème  suivant  : 

TiiKonÈME  III.  —  Si  »|,  (i,,,...  .so))/  (/es  sointidiis  iHiilicii- 
Uî'rcs  (le  l'cqiKttioii  f{y)  0,  lu  fam-t'uiu  y  =  (\n^  4  C,»,  +  ... 
e/i  e.s/  »/ie  solution  [ilns  griicfitlc. 

159.  Wronskien.  —  Soient  e,,  t',,...  \'„  des  fonctions  de  .y 
supposées  dérivables  jusqu'à  l'ordie  ii  —  1  ;  nous  (ii'sii^nerons 
par  W(e,,  e.,,...  e,,)  ou  simplemenl  par  W  et  nous  app<'lIerons 
Wronskien  de  e,,  e.,,...  e„  le  déterminant 

e,  e.         ...     e„ 

Cl'         e.;         ...     eî, 


W 


.1"— I 


formé  avec  les  fond  ions  cet  li'ursdérivé<\s  juscpi'à  l'ordre  ;i  —  1 . 
Ces  déterminants  joueni  ni\  rôle  fondami'idal  dans  la  théorie 
de  l'équalion  liiuMire. 

On  remar(|ue  imnK'dialemeid  (|n'iin  wi'onsliieii  est  identi- 
fpieni(>nt  nul  si  deux  des  rondiiuis  e,,  e_,. ..  sont  égales  en  lie 
elles. 

160.  Théorème.  —  Considérons  n  solnlions  i}(ir(icnlirr<'s 
(/,,  »2f-  "'I  ''''  l'c'l  iiiition  (I).  S/  lenr  ^vi-onskicn  W  s'annnlc 
(iii  point  .V,,,  /7  est  idcnliiincniciil  nul  cl  les  fonctions  »,,  «,,... 
soni  lices  jxir  une  relotion  lincnirc  à  e(n^l)icients  eonslanls  cl 
non  Ions  nnis 


a,((,  4    y.ji.^  +  ...  +  a„H„  =  0. 


ÉQUATIONS  LINÉAIRES  181 

En  elTet,  nous  pouvons  dctorniincr  n  constantes  a,  non  toutes 
nulles,  parla  condition  ([ho  les  n  é(|uations,  linéaires  et  liomo- 
gèues  en  a, 


(3) 


y-iiU  +  y.2ih  +  ■ 

••  +  y„ii„  =  0, 

a,»;  +  aofiâ  f  • 

■•    +    y-nlln    =   0, 

a,»;'-'  -f   xali.','- 

'  +  ■••-A.'T'  = 

0, 


soient  véi'itiées  pour  .v  =  .v„,  car  le  déterminant  du  système 
est  le  wronslvien  A\'  nul  au  point  a:,,.  Ceci  fait,  y  =  Saji  est  une 
intégrale  tle  (1)  «pii  s'annule  ainsi  que  ses  n  —  1  premières 
dérivées  pour  .v  =  .\„.  Donc  on  a  _>'  =  0  (par  le  tliéorème  II  du 
11"  58)  et  la  première  relation  du  système  (3)  est  identique  : 
les  »  sont  reliés  par  une  relation  linéaire  à  coefflcients  con- 
stants non  tous  nuls.  Dérivons  ;i  —  1  fois  cette  identité,  il 
s'ensuit  que  les  relations  suivantes  du  système  (3)  sont  aussi 
tles  identités.  Alors  l'éliminatioa  des  y.  (non  tous  nuls)  entre 
ces  ;i  identités,  donne,  quelque  soit  .v,  W  =  0. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  le  f.'.'rdiiskien  de  n  solutions  de 
l'équation  (1)  ne  peut  s'annuler  qu'à  la  condition  d'être  iden- 
ti([nement  nul.  Il  ne  faut  pas  [terdre  de  vue  que  cette  conclu- 
sion repose,  comme  le  théorème  II  invoqué,  sur  l'hyiiotlièse 
que  les  coeincients  X  de  l'équation  (l)  sont  des  fonctions  con- 
tiiies  de  .v. 

Lorsque  n  solutions  u^.  »,,,...  n„  sont  liés  par  une  relation 
linéaire  et  à  coellicients  non  tous  nuls,  de  la  forme  -au  =  0,  on 
dit  qu'elles  sont  linéairement  dépendantes.  Dans  le  cas  con- 
traire, elles  sont  linéairement  indépendantes.  Du  théorème 
qui  précède,  on  déduit  le  corollaire  suivant  : 

CoiiOLLAiRE.  —  La  condition  néce.'isaire  et  su/Jlf>ante  pour 
que  n  solutions  de  l'équation  (l)  soient  linéairement  dépen- 
dantes est  que  leur  '.vronskien  W  .sk//  identiquement  nul. 

En  effet,  si  W  s'annule  en  un  poiilt,  il  s'annule  identique- 
ment et  l'on  a,  en  vertu  du  théorème  précédent,  }i  y.u  =  0. 
llécipro(piement,  si  l'on  a  cette  identité,  et  qu'on  la  dérive 
n  —  1  fois,  l'élimination  des  a  ilonne  identiquement  W  =  0. 

Récipr(n[ucment,    la   condition    iimir   que  n   solutions   de 
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l'é([U(itUm  (1)  noient  Unéairemeni  imlciiciKldiitcs  est  (jiic  Ictii- 
wronskicn  ne  sait  ulonlUiiicmcnt  nul. 

Un  systèiiii'  de  ;(  soliilions  liii(''aircnii'iit  iii(l(''p<Mi(lanl('s  de 
r(''(|uali(>ii  (I)  (ou  (luiil  le  \\i-()iiskit'ii  ii'csl  pas  idciil  i(iii('iii('iit 
nul)  s'a])p('ll('  un  syslènic  f<iiul<iniciit(il  ilc  solutions. 

161.  Intégration  de  l'équation  linéaire  sans  second  membre. 
—  L'cqiutliiin  Une  a  ire  cl  honioiiènc  d'onlrc  n  tulnivl  Innjours 
n  solnlions  luifliriilivrfs  «,,  //.,,...  ;i„  fornianl  un  systi'inc 
l'niuldnirnldl,  (tuiinei  cas  son  inlcgralc  gcncvalc  csl  dunncc 
pur  lit  formule 

(A)  y  =  C,;;,  +  C,».,  +  •••  +  C„(i„, 

où  les  C  ih'siy;nent  n  constantes  ai'])ilraires. 

On  peut  trouver  ;i  iiilég-rales  parliculièi'os  foi'niant  nn  sys- 
tème fondanienlal.  Pour  cela,  on  détermine  ces  n  intégrales 
l)ar  la  condition  n°  158,  Théor.  I)  (|ne  tons  les  éléments  de  leur 
wronskien  aient  des  valeurs  assignées  au  point  donné  x  =  ;„, 
valeurs  choisies  de  manière  ([u'elles  n'allulenl  jias  AV.  Alors, 
W  ne  s'annulant  pas  identiquement,  le  système  csl  londa- 
mental. 

Ceci  fait,  y  es!  l'intégrale  générale.  En  e(Tet,  on  peut  choisir 
les  constantes  C  de  manière  (jue  y  et  ses  n  —  1  i)remièies  déri- 
vées i)rennent  des  valeui's  assigm''es  au  point  .v„  (dillerent  on 
non  de  ;,,).  Pour  cela,  on  tait  .v  =  .v,,  et  l'on  substitue  ces 
valeurs  de  y,  y',...  ilans  le  système 

y  =  XC».         y'=ÏC(j',..,         ,\-"-' ; 

on  en  déduit  les  (1,  car  le  déterminant  du  système  csl  le  wrons- 
kien ^\'  (pii  ne  peut  s'annuler. 

§  2.  Équation  linéaire  avec  second  membre 
Abaissement  des  équations 

162.  Équation  linéaire  avec  second  membre.  Forme  de 
l'intégale  générale.  —  L'é<iU(tlion  Ihiéaire  non  lioniogène,  ou 
«a't'c  second  membre,  ou  encoi'c>  complète,  cunlieut  un  lerme  X 
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indépendant  do  y  et  de  ses  dérivées  successives.  Celle  d'ordre  n 
sera  donc  de  la  forme 

(5)  fiy)  =  X. 

où  ]\y)  désigne,  comme  précétlemnient,  le  polynôme  symbo- 
lique 

/■(r)  =  y"  +  -N-kV"-'  V  •■•  +  x„y. 

On  a  le  lliéoi'èmo  suivant  : 

L'iutriiralc  j^(';((>;Y//t'  de  ri'qimtiim  coinplcte  est  la  somme 
d'une  iniégntle ptirticiilière  de  cette  équation  et  de  l'intégrale 
générale  de  réi[uation  sans  second  mem])re.  Il  n'y  a  pas  de 
solulion  singulière. 

En  elïel,  soit  \-,  une  intégrale  particulière  île  l'équation  (5)  ; 
on  a  /'(,>')  =  X.  Snijstiluons  à  y  une  nouvelle  fonction  inconnue  z 
par  la  relation  y  =  y^  +  z  ;  l'équation  (5)  devient 

/•(y,  +  c-)  =  /-(y,)  +  /■(;.)  =  x. 

Elle  se  réduit  à  f(z)  =  0.  Donc  ô  est  l'intégrale  générale  de 
l'équation  sans  second  membre.  Celle-ci  n'ayant  pas  de  solu- 
tion singulière,  l'c'quation  (5)  n'en  a  pas  non  plus. 

Le  lliéorème  précédent  fait  connaître  la  forme  de  l'intégrale 
générale  de  l'équation  complète.  Il  ramène  l'intégration  de 
cette  équation  à  la  recherche  d'une  intégrale  particulière  et  à 
l'intégration  de  l'équation  sans  second  membre.  C'est  une 
mélhode  d'intégiatiou  qui  peut  être  utilisée  dans  des  cas  par- 
ticuliers et  dont  nous  rencontrerons  des  exemples  plus  loin. 
Mais  le  théorème  général  i)our  l'iiilégration  de  l'équation  sans 
second  membre  est  le  suivant  : 

163.  Intégration  de  l'équation  avec  second  membre. 
Méthode  de  Lagrange  (ou  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires).  —  L'intégration  de  Véiiuation  linéaire  complète 
d'ordre  n  se  ramène  à  celle  de  l'équation  sans  second  membre 
et  à  n  quadratures. 

Nous  allons  établir  ce  théorème  par  la  méthoile  de  Lagrange 
ou  de  la  \'(n-iali(in  des  constantes  arhitraires. 
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Soil  ji|,  ».,,...  H„  nu  systcmo  fondaniiMital  de  solutions  de 
l'éiiiialioii  liiH'airc  sans  second  nicinlji-o  /'(y)  =  0,  de  sorte  ijue 
celle-ci  a  pour  iiitéf^iale  ^^éiiiMale 

y  =  C,»,  +  C..JU  +  •••  +  (;„((„, 

où  les  (]  sont  (les  coiistanles  arhilraires. 

Nous  pouvons  faire  en  soi'te  que  ci'lle  même  expression 
devienne  l'iulé^ralc  géïK'rale  de  l'éfjualion  avec  seconil  mem- 
bre, à  condilion  d'y  remplacer  l(;s  C  par  des  font-lions  de  .v 
convenablement  clioisies.  D'ailleurs,  comme  nous  disposons 
de  n  foiu'tioiis  (1,  nous  pouvons  encore  les  assujettir  à  /(  —  1 
conditions  supplémentaires. 

Nous  ])oserons  les  /!  —  1  coiidilions  suivantes  : 

dx  ax  (Ix 


,  dC.  ,    dC,  .  dC„ 

(ti)  "1      ,--   +    U'.,       .     -   +   ■■■   +    U„-j-^ 

dx  (Ix  dx 


.,  '/C,  „  dC,  .,  dC„ 

'       dx  -      dx  "      dx 

en    veit\i   des(pu'll(>s  les  n  —  I    premières  dérivées  de   v  con- 
servent la  même  forme  ([ue  si  les  (l  étaient  constants,  à  savoir 

y'  ■■=  C|;;'i  -|-  il-.ih  f  •••  +  C,,»,',, 

y"  =  Ciui  +  Coij.T  +  ••■  +  C,,»;;, 


V"--'  =  c,»"-'  -t    (;..(;';-'  +  •••  -f  (;„;;"    K 
Il  vient  alors,  en  dc'rixant  une  fois  île  plus, 

Y"  =  C,»','  +  c.h:;  +  •■•  +  »"-'    ,-  '  +  ((.','  I  '  -,  -  +  •■■ 

'  -  '         dx  -       dx 

Substituons  ces  valeurs  de  y,  y',...  y"  dans  l'équation  (,">)  de 
manière  à  exprimer  (pie  \- est  une  intt'^iale.  i^es  coellicients  de 
(;,,C.,,...  sont  /'((i,)  =  0, /■();.,)  =  (t,...  de  sorte  (]ne  l'écpialion 
se  réduit  à 


de,  ,  ,   d('.,i 

dx  -  "       dx 


(7)  li'r'-r^  +  «'r'  +  •••  +  //"  '     ■"    X. 
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Les  équalions  ((i)  cl  (7)  l'oiiiiciil  un  syslrnic  de  ;i  ('■(iiialions, 
ri'solublo   ])ar   raiipoi'l    aux    ii    (l(''ii\  (''('s   incoiiiiiios -,— ,  car    Ic 

f/.V 

(Icicrmiiiaiil  (lu  syslcnic  csl  le  \\  roiiskicii  W  (jiii  csl  (lillV'icnl 
de  zéro.  On  lire  donc  de  ce  sysicnie 

et  les  valeurs  des  fondions  (1,,  (!„,...  C!,,  s'en  di'dnisenl  par  /i 
((nadral  m'es.   l/inléf;rale  ^(''ni'rale  de  r(''<|nali(Hi  (.">)  sera 

y  =  "i\ri(-^')''-^'  f  ",\-f,(-v)d.v  +  •••   f  ii„  ^'i„(.v)(/.v. 

Si  l'on  réunil  tous  les  Icrnies  l'ontenanl  les  constaiiles  d'in- 
léf^ralion  inlrodiiiles  i)arces  (|uadial  iifes,  oi\  forme  l'inU-^iale 
f^énérale  de  l'équation  sansseconil  membre,  conformément  an 
principe  élabli  dans  le  numéro  précédent. 

164.  Méthode  de  Cauchy.  —  On  doit  à  (laucliy  une  mélliode 
intéressante,  qui  permet  de  représenter  par  une  intégrale 
définie  une  solution  i)articulière  de  ré(|ualion  f{y)  =  X.  Soit 
y  =  SC«  l'intégrale  générale  de  l'équation  [(y)  =  0.  Rempla- 
çons .V  par  y.  dans  le  système  d'équations 

tirons-en  les  valeurs  des  G  en  fonction  de  a,  puis  perlons  ces 
valeurs  dans  l'intégrale  y  =  SC»  (où  les  u  soiU  de  nouveau 
fonctions  de  .y)  ;  nous  obtenons  y  =  '\i(.\,  y.).  Je  ilis  tinc  rUitc- 
grcdv  (k'Iinie 


r, 


\^J(x,y.),ly 


csl  une  soliilifin  piivliciiHèrc  de  [{y)  =  X. 

En  effet,  on  a,  par  iiypollièse,  car  c'est  le  syslème  d'où  l'on 
lire  les  G, 

(8)      ■!>('/,  y.)  =  0,  y,(y.,  y)  -^  (),...  .V-<(a,  y.)  =   \(y.). 
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()i-,  7,  (''laiil  (|iirl((ni(iii(',  priil  (Mn'  ii'in plai'i'  par  toute  autre 
Irllri'.  (  )u  a  (loue  aussi 

•!.(.v,  .V)  -  0,'        .V(.v,  A)       (),...  'V'-H-v,  -v)  -  X. 

DilIV'rcu lions  /;  —  I  fois  \-|,  en  IimuuiI  ronipli'  de  ces  rcla- 
lioiis  ;  il  \  iciil 

Sulisl  il  luiiis  ri's  \altMiis  dans  l'(\\)  l'I  ohscrx  ous  (juc,  'l  ("tant 
une  inl.'Kialc  f{y)        O,  on  a  /(■!.)        (I  ;  il  \  icnl  (C.  (J.  !■'.  D.) 

/■{.V,)-^r/('^)</.v    f  X^  X. 

J  .V 

Cas  l'AMTKa  likh.  —  Appii(|nons,  en  j)arliculiL'i-,  la  méthode 
lie  Claudia   à  rt'ijualioM 

y.,  =  X. 

r/iiitégialc  de  ré(jualiou  sans  second  miMiibre  est  un  poly- 
nôme ail)itiaire  de  degré  /(  —  1.  Donc  'l(.\,  y.)  est  un  polynôme 
en  .V  de  dej^ri'  ii  —  1.  Ce  polsnome  est  détermine''  par  les  coii- 
dilit)ns  (S).  L(>s  ;i —  1  jjremièies  niontrenl  ipie  y.  en  esl  une 
racine  il'ordre  n  —  1,  donc  ((ue  le  polynôme  est  di'  la  forme 
(.V  —  '/)"  '1*'('/).  Alors  l''(7.)  est  immédiatement  tléterminé  par 
la  dernièie  (''(pialit)n  (S)  ;  on  a 

il'où 

•.V    (.V—  7.)"-' 


165.  Méthode  d'abaissement  de  l'Alembert.  —  S/  l'oii  raii- 
iifiit  une  sdIuHoii  itdrliridu're,  (iittrc  ([iif  0,  </(■  l\''(jii(iti()ii 
liitt'dirc  sdiis  sccdiul  iiifiiihfc,  on  pciil,  mayennanl  uni-  ([lui- 
drdlnre,  nlmisscr  L'ordre  de  Véiituillon  d'une  unité  sans 
altérer  ces  deux  cartielères. 

l'Ji  elTet,  soi!  u,  celle  solution  parliculière.  Ciianj^cons  d'in- 
conniu'  pai-  la  relalion 

y  =  «i=- 
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Les  d('riv(''o.s  y',  y",.-,  .si'  l'alculrnl   par  In  rdiiiuilc 

Y„  =  n,z„  +  /.(/';-';"-'  +  ••■  4    iii;z.      (/.  -  1,  2,...) 

Puiloiis  t-i's  valeurs  ilatis  l'(''(|ual  ion  /'(\)  ^  0  il'in'drc  /(  ;  le 
coefliciciil  de  ;"  sera  i;,,  ci'liii  t\c  z-  simm  /'(/(,)  (t.  Doue,  si  l'on 
tli'si^iie  par  les  lellres  ;  des  l'oiictions  connues  de  .v,  ['('(pialioii 
en  r-  sera 

;;  -.     -i-   '  -.         +...   +  !:        -.'  =  0 

Celle  ('-ipialion  lini''aire  et  homogène  se  n'-diiil  à  l'ordre /i  —  1 
en  pienaid  z'  |)oiir  ineoanue.  (lonnaissanl  :■',  on  en  tiédnit  c.  par 
une  (jiiadialnre.  Il  y  a  toidefois  lieu  d"oi)sei\er  (jue  la  deinière 
éqiialiou  ne  salislail  aux  condilions  de  eont-inuité  qui  ont  été 
admises  pi'(''e(''demnienl  (jne  dans  un  inlervalles  où  ii,  ne  s'an- 
nule pas. 

Plus  gciirriilvinciil,  si  l'on  vaniuiil  p  n  snlnlions  iiidé- 
pcnddnies  tic  l'ctuuilion  liinhiirc  et  li(>mtiL(rni'  d'onlfc  n,  on 
peut  (thdisst'i-  son  ordre  de  /»  imites. 

Monli't)us  d'ahoril  que,  si  ((,,  »,,...  (/,,  soni  ees  /<  solnlions 
indépendanles,  les /j —  1  solutions 


(  "Ï' 


(pi'oH  eu  d(''dnil  pour  l'fWpialion  eu  s' (pii  précède,  sont  aussi 
linéairement  indc'pendaules.  Ivi  idTet,  si  ces  solutions  (''taieid 
liées  par  une  relaliou  linéaire  à  coetlicieuls  constants  a,  l'inté- 
gration de  cette  relation  donnerait  iinnu-dialenienl 

d'où  ■J.^ll^  +■■■■  +  y-ijUp  =  0,  el  les  solutions  ii, »,,  ne  seraient 

pas  indépendantes. 

Ce  premiei'  point  ('laMi,  il  s'ensuit  ([ue  les /) —  l  solutions 
de  l'équation  en  r.  sont  autres  que  0.  Par  l'application  du  théo- 
rème précéilent,  au  p(Mit  abaisser  son  ordre  d'une  unité  et  l'on 
connaîtra  /)  —  2  solutions  indépendantes  de  la  nouvelle  é(iua- 
liou  d'ordre  ;;  — 2.  Ou  continuera  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  (pie 
l'eui  airive  à  une  ('(piation  d'ordre  n  — />. 
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S/  l'un  cunnitit  u  —  I  snlnliniis  /(((/c'/ic/K/a/f/cs  d'une  cqna- 
lidii  linéaire  (l'ai-ilvc  n  m'oc  ou  sans  ^idiul  iticiuJtrc,  l'iiitc- 
i:;r(ili<iii  .se  rtiniriu'  à  <lcs  (jiKidnitiircs. 

En  cITi'l.  l'iiiU'^^ration  de  l'équalioii  siiiis  scroiul  inoinhro 
rovicul  à  tclk'  il'inic  ('•iiiialidii  du  prciniiM'  uidrc,  donc  à  dos 
(luadratures.  Ceci  fail,  l'inlcj^ralion  de  ['(Mjualion  complète 
l'cviciil  à  //  iiou\('llcs  ([uadral  iii'cs. 

Ainsi,  pal'  (exemple,  ['i'uj ii<i liaii  du  sccaud  iiicnihi'c 

y"  +  X.r'  +  X,,r  =  0, 

s'intc^Ti'   par  cpiadialiirc  des  ((u'on  en  coniiail  une  inlt''f^i;de 
particulière  //,.  l'\usons  les  snhsiitniions 

y  =  tiiZ,         y'  =  iiiZ  +  u'iz,  y"  =  «,;."  +  2»,';.'  +  u\'z  ; 

il  vicnl 

~"  '^  II' 

iiiz"  +  (2»;  +  X((|);'  =  U,        d'où       -1^  =--  —  ^J  —  X|, 


"T  J  "I 


L'intégrale  générale,  _v  =  »,;  sera 

ft/.V      _lx,,.v 

y  =  iiA-^e   ]    1    . 
J  "i 

En     particnlier,     X,    (''lanl     nui,     l"iul(''.t;iale    de    ré(|uation 
y"  +  Xjj  =  0  sera 

§  3.  Solutions  communes  à  deux  équations  linéaires 

et  homogènes 

Méthode  générale  d'abaissement 

166.  Division  symbolique. —  Elaul  donnes  dcu\  [lolynonics 
sytiihoUqucs  d'ordres  m  el  n  (ni  ;>  n) 

My)  =  A„r"+  A,r"'-'  ^,'...,    150')  =-  H,..v"  I  i\y"-^  +  ■■; 
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A„,  A,,...  B„,  1?,,...  (h'signant  des  fonctions  connues  de  x,  il 
est  toujours  [xissiblc  de  délerniiner  deux  nouK'caux  poly- 
nômes SYni])oliques  QetB.  tels  qu'on  dit,  quel  que  soit  y. 

A(y)  -  0|F}(.v)]  H    H(v), 

Q  éldiil  d'ordre  m  —  ;;  ci  lî  d'ordre  <^  n.  De  plus,  celle  déler- 
niinolion  n'est  iiossiI)lc  (jue  d'une  seule  nuinière. 

Cette  opération  pciil  s'appelei'  la  di\'ision  dr  A  })ai-  15  ;  Q  est 
le  quotient,  R  le  reste.  Si  U  est  ideMlicjueinciil  nul,  on  dira 
que  A  est  di'^'isihle  par  B. 

Pour  établir  ce  Ihéorème,  mettons  la  secoiule  équation  de 
l'énoncé  sous  la  forme 

y„  =  4;(i5  -  J^i.v"-'  -  i5j-"-'  -  •••)• 

Dérivons-la  7?i  —  n  fois  de  suite  et  remplaçons  chaque  fois 
clans  le  secoud  membre  >-",;•"  +  ',...  y'" -^  par  leurs  valeurs 
déjà  trouvées;  nous  obliemlrous  y",  y"  +  ' ,...  }''"■  en  fonctiou 
linéaire  de  B,  B',...  B"'-"  et  de  y,  y',...  y"-'.  Bortons  ces 
valeurs  dans  le  premier  polynôme  .\{y)  :  il  viendra 

A(,v-)=Q(1Î)  +  ll(v), 

Q(B)  désignant  un  polynôme  syniboli([ne  en  H,  B',...  15"'~"etR 
un  polynôme  symbolique  en  y,  y,...  y"~'.  C'est  la  relation 
qu'il  fallait  établir. 

S'o(;,s  les  conditions  énoncées,  les  polynômes  (J  et  11  ne 
jiem'cnt  être  déterminés  que  d'une  seule  ninnièi-e.  En  effet, 
soient  Q,  et  U,  deux  autres  polynômes  salisfaisant  aux  mêmes 
conditions.  On  aura,  (juel  que  soit  y, 

UlB(r)]  -  Q,[B0')1  =  B,(,v)  -  B(.v). 

n  résulte  de  là  que  l'expression  linéaire  (d'ordre  n —  1) 
B,(y)  —  R(,^')  est  annulée  par  l'intégrale  générale  de  l'équation 
(d'ordre  ;()  B(,v)  =  0,  donc  par  des  valeuis  arbitraires  de 
y,  y,...  y"  \  Donc  tous  les  coefllcients  de  cette  exi)ression 
sont  nuls  et  l'on  a  identiquement  R,  =  R. 

La  relation  se  réduit  alors  à  0|li(v-)]  -  Q,|B(.>')-  Celle-ci 
ayant  lieu  \i{y)  restant  arbitraire,  on  a  identiquement  (J  ^  (Ji- 
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167.  Solutions  communes  à  deux  équations.  —  Les  .solu- 
tions c(inimitii('s  (inx  deux  éqiutlions  \{y)  -^  0  et  H(y)  =  0 
d'ordres  m  el  it  respeetiventeiil  (in  >  n),  sont  celles  d'une 
i''(jU(ilion  linéaire  c/  sans  second  nlen^l)l■^■  d'ordre  n,  i/ue 
l'on  ]iciil  l'iirrncr  jinr  un  cnlcal  (uuiloL^ne  à  celui  du  jifus  j^rund 
eoniniun  di^'iseur  de  deux  iiidyininies  (ili4él)rii[ues. 

V.n  cll'i'l,  dix  isDiis  A  par  15  cl  considiMoiis  l'identité 

A(J')  =  »J|H(v)|    :    H(v). 

On  en  oonclut  que  les  éc[uations  A  =  0  et  B  =  0  d'une  part, 
les  équations  H  =  U  et  R  =  0  d'autre  part,  ont  les  mêmes  inté- 
grales communes. 

Si  A  =  0  ailnu'l  ton  les  les  intégrales  de  B  =  0,  il  faut  donc 
([ue  H  soit  ideuticpiement  nul  (nu  A  divisible  par  B),  sinon  U, 
(pii  est  d'ordre  <^  n,  ne  pourrait  être  annulé  i)ar  l'intégrale 
générale  de  l'écpiation  B  =  0,  (pii  est  d'ordre  n.  Réciproque- 
ment, si  R  t'sl  i(ienti<iuemenl  nul,  les  solutions  communes 
seront  données  i)ar  l'intégrale  générale  de  R  =  0. 

Si  R  n'est  pas  identi(piement  nul,  nous  sommes  ramenés  à 
cliercher  les  intégrales  communes  à  B  et  à  R.  Nous  divisons  R 
par  B,  ce  (pii  tournil  un  nonvt'au  reste  B,  et  ainsi  de  suite. 
Comme  les  ordres  des  restes  vont  en  décroissant,  l'opération  ne 
l)eut  se  poursuivre  indéfiniment  ;  on  arrivera  donc  à  un  pre- 
mier reste  B„  divisant  exactement  le  préci'denl  et,  par  suite, 
lous  les  auties.  (;<!  reste  R,,  est  le  polynôme  symholiqne  de 
ror<lre  le  jiliis  (''levé  (|ni  divise  à  la  fois  A  et  lî,  il  peut  s'aj)- 
peler  /(■  /)/(/.s  grand  etunniun  di\'iseur  de  A  et  de  B.  Les  solu- 
tions communes  aux  deux  équations  A  -  U  et  R  =^  0  sont 
fournies  par  l'inh'grale  de  R,i  =  0. 

Les  dinix  (Minalions  A  =  0  et  B  ^  0  oui  loiijoiii's  y  ~  0 
eouimc!  intégrale  commune,  e.n  d'autres  termes,  les  deux  poly- 
nonu's  A  et  B  sont  toujours  divisibles  par  y.  S'il  n'ont  pas 
d'autre  diviseur  commun,  on  piuil  diie  (pTils  sont  preniiers 
enln-  eux.  Dans  ce  cas,  les  deux  étpiations  A  —  0  el  B  =  0 
n'ont  pas  d'anlic  soliilion  commune  (pie  y        <>. 

168.  Théorème  général  sur  l'abaissement  de  l'ordre  des 
équations  linéaires.  —  S/  l'on  conuail  /)(/)  <^  /()  s(dulions  indé- 
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pendantes  de  réqiHilion  d'ordre  ii,  linéaire  seins  secand  nwin- 
hre,  l'intégration  se  ramène  à  eelle  d'niie  é(inaiion  linéaire 
sans  seeond  niemltre  d'ordre  n  —  /)  <■(  à  p(n  —  ji)  quadratures 
distitictes 

Soit  f(\')  =  0  celle  é(iiialiuii  d'ordre  n  ;  désignons  par  a,, 
(ij,...  (j,,  les /)  intégrales  connues  et  formons  l'équation  dilTé- 
rentielle  d'ordre  p 

■i(y)  =  W(i(|,  »,,...  »,„  y)  -^  0 

qui  admet  ce  système  fondamental  d'intégrales  et  <ini  a  pour 
intégrale  générale  C,»,  +  d,»,  +  ••■  H    C,,»,,. 

Puisque  f(y)  =  0  admet  les  intégrales  de  ■:.(y)  =-  0,  le  poly- 
nôme /"est  divisible  par  i  (u"  1(17)  cl  si  l'on  tiésigne  par  U(-^) 
un  polynôme  de  degré» — p,  (pu  s'uijtienl  par  la  division, 
on  a  l'identité 

/(.v)  -   Of-f(.v)l. 

L'équation  f(y)  ==  0  se  décompose  donc  en  deux  autres  : 

'f(r)  =  :•,       uc-)  =  <». 

La  second  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre 
d'ordre  n — /),  qui  délermine  3  avec  n — p  constantes  arbi- 
traires. La  premièi'c  est  une  écpialion  linéaire  d'ordre  p,  avec 
second  membre,  mais  on  connail  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  cette  équation  détermine  donc  y 
par  p  quadratures,  quand  ;  est  connu.  Touti'ft)is,  comme  z 
entre  en  facteur  dans  chacune  des  /)  fonctions  à  intégrer  et 
que  3  est  linéaire  par  rapport  n  —  p  constantes  arbitraires, 
cha(iue  inlégrale  se  décompose  en  n  — p  autres  multipliées  par 
ces  constantes  et  (jui  doivent,  |)ar  consé([uenl,  se  déterminer 
séparément.  11  y  aura  donc  en  loul  /)(»  —  /))  (juadratures  dis- 
tinctes à  effectuer. 

Remarques.  —  1.  Si  l'on  connaît  u  —  1  solnticuis  indépen- 
dantes de  ré({uation  sans  second  membre  d'ordre  n,  l'ordre 
71  — p  se  réduit  à  1  et  l'intégration  se  fait  par  îles  qua<lratures, 
résultat  connu  (n"  165). 

11.  Si  l'on  connaît  p(/)  <C  ")  solutions  indépendantes  de 
l'équation  sans  second   membic   d'ordre   /(,    l'intcgration    de 
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l'cMluiilion  ((Piiiph'ti'  se  raiiu'iic  à  cclic  (l'uiic  é(|iiatiuii  sans 
second  incmliie  (l'ordre  n  —  p  v\  à  /»(/i  —  u)  +  n  quadratures. 
lui  cllet,  il  reslc  ii  (|iui(iral  ii  ics  à  faire  (|iiaiid  on  a  intégré 
{'('•quation  sans  secoiul  membre. 

111.  Les  nombres  de  quadratures  dont  il  s'ajj:!!  dans  ces 
théorèmes  sont  relatifs  aux  éciualions  de  la  forme;  la  plus 
f^'énérale.  Si  l'on  eousidèi'c  des  (''(jual  ions  de  forme  s])éeiale, 
par  exemple  des  équalions  ou  X,  esl  nul,  certaines  de  ces 
(fuadratui'es  sont  immédiak^s  el  leur  nombre  ])eut  se  réduire. 
Nous  l'avons  déjà  observé  pour  l'équation  du  second  ordre 
(n"  1(15). 

§  4.  Propriétés  des  wronskiens 
Leur  rôle  dans  l'intégration  de  l'équation  linéaire 

Les  propriétés  tics  équations  linéaires  sont  intimement  liées 
à  celles  des  wronskieas  dont  la  délinition  a  été  donnée  au 
n"  151).  Nous  allons  reprendre  l'étude  de  ces  déterminants.  Gela 
nous  permet  Ira  de  préciser  la  pluparl  des  |)ropriétss  rencon- 
trées dans  les  i>aragrai)lies  preecnleiits  el  d'eu  découvrir  de 
nouvelles. 

159.  Dérivation  d'un  wrcnskien.  —  l'uiir  (/('/-/ec;-  un  uvon.s- 
kicn 

n,         u.         ■■■         II,, 
w,  ,  "i  "^         ■■"  "" 

1        -  Il 

il  M/////  (/('  rcmpldccr  les  clcmcnls  de  la  (U'i-uii'rc  liiiur  par 
h'iirs  (léris'ccs. 

(l'est  un  cas  ])aili(iilier  de  la  rè^ie  pour  d(''ri\(M'  un  d(''ler- 
minaiil.  ^"oiei  celle  relaie  :  Si  les  éléments  ne  sont  \arial)les 
(][{('  dans  une  seule  ligne  et  ([u'on  déveIop|)e  le  di'lei'ininanl 
suivant  les  éh-menls  d(>  eeltt'  lijJrne,  on  xoil  dv  suite  ((ue  la 
d(''riv(''e  (lu  di'leiiiiinaid  s'oblieiil  en  ii'mplarani  les  éléments 
de  celle  lij^n<'  par  leurs  dél'ivées.  Si  Ions  les  éléments  varient, 
on  a|)pli(iue  la  refile  de  dérivation  des  fonclicuis  coiii])osi''(>s  : 
la  dérivée  du    déterminant   est   la    somme   des   délei'minants 
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oIjU'iius  cm  remplaçant  les  éléments  (l'uiie  seule  lif^ne  à  la 
fois,  la  première,  puis  la  seconde,  etc.  ]iar  leurs  dérivées. 
Dans  le  cas  du  wronskien,  tous  ces  déterminants  sont  nuls 
comme  ayani  deux  lignes  égales,  sauf  le  dernier. 

170.  Théorème.  —  S/  le  '.'.'ruiiskii'ii  ^y(u^,  n.,,...  »„)  est  idcii- 
ti(liu'im')il  nul  diais  un  inteixalle,  et  que  les  u'/'ons/c/ens 
d'ordre  n  —  I  obtenus  en  suitpi'inuinl  l'une  quelconque  des 
fonelions  u  ne  s'annulent  pas  siniultanément  en  un  même 
point,  les  fonctions  u  sont  liées,  dans  cet  intervalle,  par  une 
relation  linéaire  à  coefficients  constants  (non  Unis  nuls). 

Considérons  d'abord  un  intervalle  dans  lecpiel  l'un  des  déter- 
minants d'ordre  n —  1,  par  exemple  W(»|,  u.,,...  h„_i)  ne  s'an- 
nule ])a8.  Dans  ce  cas  u,,  est  un(>  solution  d(>  l'étjuation 

W(((i,  «2,...  /(„_i  y)  -=  0, 

qui  est  linéaire  et  homogène,  d'ordre  n —  I,  et  dans  laquelle 
le  coellicient  de  yn-i  est  le  wronskien  supposé  différent  de  0. 
Cette  équation  satisfait  aux  conditions  de  continuité  admises 
au  [)aragraphe  précédent,  elle  admet  le  système  fondamental 
de  solutions  (i,,  (j^;---  "h-u  *^'lle  a  donc  pour  intégrale  générale 
y  =  Ci(t,  +  ...  +  C,i_|îi„_i.  Mais  u,,  en  est  une  solution  particu- 
lière, donc 

(1)  (l„  =  a,(jj  -f   '-'..,(£.2  +  ...  +  a„_iH„_i. 

Supposons  que  W(»|,  /(,,,...  //„_i)  s'annule  en  un  point  x,, 
bornant  l'intervalle  précédent,  mais  (ju'un  autre  wronskien 
W(h„,  !j.„...  u,i)  ne  s'annule  pas  en  ce  point.  Je  dis  (jue  la  rela- 
tion précédente  subsiste  de  })art  et  d'autre  du  point  x„.  En  effet, 
dans  l'intervalle  où  \V(h„,  u^,...u,i)  ne  s'annule  pas,  on  a,  par 
le  raisonnement  (pii  ])récède, 

(2)  u,  =  [i,u,+  p,u,  +  ../;i„u„. 

Les  deux  relations  (1)  et  (2)  subsistent  donc  dans  un  certain 
intervalle  commun.  Ceci  exige  qu'elles  se  confondent,  sinon,  en 
remplaçant  dans  (1)  »,  par  sa  valeur  (2),  on  obtiendrait  une 
relation  entre  (/..,  u^,...  »„et  le  wroiiskien  correspondant  d'ordre 
n — 1  serait  identiquement  nul,  contrairement  h  l'hypothèse 
que  nous  venons  de  faire. 

Vol.  II.  13 
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On  voit  ainsi  (lue  la  rolalioii  (1)  subsiste  tant  que  l'on  ne 
passe  pas  par  une  valeur  de  .v  (|ui  annule  à  la  fois  tous  les 
wronskiens  d'orilre  n  —  1. 

Remahoui;.  —  Si  tous  les  wi-onskicns  d'orilic  /!  —  1  s'annu- 
laient siniullanénient  en  un  point  .v„,  la  relation  linéaire  (|ui  lie 
les  fonctions  il  pourrait  cliaiif^er  de  foi-me  de  pari  et  d'autre 
de  ce  point.  Soit,  par  excniide, 

II,  =  .v\  /(,  =  l-^N. 

On  a  itlenlicpienicnl  \\'{ii,,ii^)  =-^0,  mais  /;,  et  ((.,  s'annulent 
tous  deux  pour  .v  =  0.  On  a  »,  +  //„  =  0  à  gauche,  mais 
»,  —  a,  =  0  à  droite  du  point  .v  ^  0. 

Toutefois  cette  anomalie  ne  peut  se  présenter  si  les  fonc- 
tions Il  sont  rc^nlièi'e.s  (ou  (tniilytiques),  c'est-à-dire  dévelop- 
pables  par  la  formule  illimitée  de  Taylor  aux  environs  de 
chaque  point. 

1^11  elTet,  si  une  relation  de  la  forme  (1)  a  lieu  dans  un  inter- 
valle, elle  subiste  certainement  dans  tout  intervalle  contenant 
le  précédent  et  dans  lequel  les  fonctions  ii  sont  régulières.  Pour 
nous  en  assurer,  observons  (jue,  dans  le  cas  contraire,  on  pour- 
rait assigner  un  point  régiiLier  x„,  tel  que  la  relation  (1)  ait  lieu 
d'un  côté  et  pas  de  l'autre  de  ce  point.  Substituons  aux  fonc- 
tions il  leurs  dé\  -loppements  convergents  suivant  les  puis- 
sances de  .V  —  -V,,,  les  deux  membres  de  la  relation  (1)  seront 
identiques  d'un  côté  de  .V|,,donc  composés  des  mêmes  termes,  et, 
par  conséquent,  l'identité  subsiste  de  part  et  d'autredece point. 

171.  Lemme.  —  Si  les  ih'iix  r(iu(iti<ms  lincdircs  suns  second 
membre  : 

3<V.")+  X,A-"-'  +  ...   +  XnX  -  0,  .V"  +  E,.y"-'  +  ...    +  In.Y  +  0, 

mil  1(1  incme  ink'urdlc  Liihiéntlc,  elles  saiil  i(leuli<iiies  lerme 
pour  terme. 

En  elTet,  leur  ditTérence 

(X,  —  ;,).r"-'  +  (X,  —  l,)y"-+...  +  (X„  —  ;„).v  =  n 

est  aussi  vériliée  par  cette  intégrale  générale,  donc  par  des 
valeurs  arl)itraii('s  de  y,  y',...  y"~\  ce  qui  exige  (pi'on  ait 
X  =  -  X  =  - 
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Le  théorème  précédent  permet  de  montrer  facilement  que  le 
premier  membre  de  l'équation  linéaire,  ramené  à  la  forme 

fiy)  =  J"  +  X,y"-'  +  ...  +  \„y, 

s'exprime  de  différentes  manières  par  des  wronskiens,  quand 
on  connaît  n  in  tégrales,  linéairement  indépendantes,  h,  ,  h  j, . . .  îj,,, 
où  l'intégrale  générale  de  l'équation  f(y)  =  0.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire. 

172.  Première  expression  de  /(y)  par  des  wronskiens.  — 
Formons  ré(iuation  linéaire  d'ordre  n 

elle  revient  à  f{y)  =0,  car,  u,,  u^,...  «„  en  étant  n  intégrales 
particulières,  clic  a  la  même  intégrale  générale.  Pour  réduire 
son  premier  membre  à  /"(y),  il  suffit  donc  de  le  diviser  par  le 
coefficient  de  r",  d'où  l'identité 

(3)  ^.^^.^_W(«„»„...»,„,v) 


W{(i,,  n.,,...  (;„) 

173  Formule  de  Liouville.  Intégrale  première  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  —  Si  l'on  écrit  W(/i,,  »,,...  »„,  y) 
sous  forme  de  déterminant,  on  remarque  que,  d'après  la  règle 
pour  former  la  dérivée  d'un  Avronskieii  (n"  169),  le  mineur 
relatif  à  y"~*  est 

—  W'(lJ,,  (/j,...   Un). 

Identifions  donc  les  coefTicients  de  3'"^'  dans  les  deux 
membres  de  la  relation  (3)  ;  il  vient,  W  étant  le  wronskien  de 

Uj ,  U^, . . .  U-ni 

(4)  ^  =  -X,,  d'où  W=Cei^"'^- 

Cette  formule  est  due  à  Liom'ille.  On  en  déduit  une  con- 
séquence importante  : 

On  ohtient  iinmédintement  iiiic  intégrale  première  de 
l'équation  f(y)  =  0  d'ordre  n,  si  l'on  en  eonnait  (n  —  l)  solu- 
tions indépendantes  «,,  «j,...  a„^i. 


l'J(i  CMM'IlIti;  vu.   l';y|!ATI().NS  d'uiuhik  si  piiuiia  u 

Rcmplaroiis,  (Ml  cITcl,  y  par  l'iiilégralc  ;;('ii(M-aIc'  C,/!,  +  (\ii., 
+  ..A',„u„  dans  le  wronskicii 

\y(ii,.  II,,...  ii„u  y)  ; 

il  vitMil,  par  la  l'uriuulc  de  Lioiivillc, 

W((/,,  u,,...  /,„_„  V)  =  (:„w  -  c<-^^i''" 

Donc  r('M|iiali(iii  (litTirciilirlic  d'oixlir  ;i  —  1  avec  second 
membre 

(5)  W(n,,  »,,...  Un^u  y)  =-  O'^""'''-" 

est  v(''riliée  par  riiilégrale  générale  de  f{y)  =  0.  C'est  donc  une 
inlciiriilc  iircmicre  ile  f{y)  =  0  cl  l'intégralion  s'achève  par  des 
(piadi'al lires,  car  on  connaît  l'intégrale  de  l'étpialion  sans 
second  jiiembre  W(»i,...  »„_i,  y)  =  0. 

174.  Seconde  expression  de  f(y)  par  des  wronskiens.  — 
Multiplicateurs.  —  Désignons,  comme  au  n"  précédent,  par  \V 
le  wroiiskien  ^^  ('(,,  (/;,...  u,,)  ',  par  W,(.\-)  le  même  wronskien 
dans  le([uel  une  des  fondions  aseiilemeul,  la  fonction  u,,  a  été 
remplacée  par  v.  l'ormons  l'écpialion  linéaire  d'ordre  ;;  (D  dési- 
gnant une  dérivée) 

(6)  t>-^^'-0, 

cette  équalidii  admet  les  ;;  inlégiales  parliculièi-es  n^,  (;.,,...  ;/„, 
car  le  rapport  à  dériver  est  égal  à  1  si  \-  =^  »,,  et  à  0  si  v  est  égal 
à  une  autre  fond  ion  (/.  Donc,  ]iimr  réduire  le  prcmiei"  membre 
de  celle  équation  à  /(,v),  il  sullil  de  le  diviser  par  le  coclli- 
cient  de  y". 

Soient,  eu  général,  u'*"  le  inincnr  de  W  relatif  à  r(''léiueut 
((^,  u',  le  mineur  relatif  à  /(/  ;  (Ui  aura 

Donc  le  eodlicient  de  ,v„  dans  l'équation  ((5)  est  u'i"~'  :  W. 
On  en  condiil  que  l'on  a,  [)oiir  i  =  1,  2,...  n,  l'ideulilé 

V     )  ^y  ^y  ^y      IK^}- 
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Il  résulte  de  là  que  si  l'ou  inulliplie  ré(|uali()M  f{y)  =  0  par 
l'uiio  des  n  ((uaulilés  u',"  '  :  \V(i  =  1,  2,...  »),  ou  li-ausforuie 
sou  premier  membre  dans  une  dérivée  exacte.  Ces  lacteuis  sont 
des  miiltiiilicah'iiis  de  l'équation  et  nous  ferons  la  théorie  de 
ces  uiulli|)liealeui-s  au  paraj^rapiie  suivaul. 

175.  Intégration  de  l'équation  linéaire  avec  second  membre. 

—  L'intégvdllou  </('  l'cijudluin  liiirairc  fdiiiii'ch'  d'ordre  n  ne 
vdinènc  à  cclU'  de  l'éiiiidtiou  f^ans  second  nieinhre  el  à  i>  ifiut- 
dra  litres. 

Nous  avons  obtenu  ce  résullal  |)r(''cédemment  pai'  la  mélluxlc 
de  La,i;ianf;(\  Us'oblieul  iiiinK'ilialcmcul  eu  se  l'eporlaiit  aux 
formules  du  u"  i)i"éeédenl.  Soit  l'équation  f(y)  =  X.  Mulli- 
j)lions-la  par  le  mulliplicaleui'  u'"~  :  W.  Il  vient,  par  l'iden- 
tité (7)  lie  ce  numéro 

,.  Wj     y       +  Wj     y       +  ...  +  wiy  _  w,- 
el,  en  iidéyrant, 


Multiplions  cet  le  relation  par  ij,et  sommons  pour  f  =  1 ,  2,...  n. 
Comme    les    mineurs    w^  (i  =  1,  2,...  Ji)    sont    ceu\     de    la 

(k  +  1) liyiie  du  détermiimnt  \\',  le  coeflicient  de  y  seia  W, 

ceux,  de  y'  y"...  seront  nuls.  Il  viendra  donc,   eu  suppiiniant 
le  facteur  commun  W"  qui  n'est  pas  nul, 


"       t  te-" — ' 
(S)  y^^a,\^^Xd. 


C'est,  sous  forme  explicite,  la  formule  fi;'én(''rale  d'iidé<;ration 
de  l'équation  avec  second  mend)i'e. 

Si,  au  lieu  de  multiplier  les  écpialions  pai-  //,,  il,,...  u,,  avant 
de  les  ajouter,  on  les  avait  multii)liées  })ar  //^,  o,^,...  ii^,  ou 
aurait  obtenu,  pour  /c  =  I,  2,...  n  —  1, 

"  l'U'/""' 


1  =  1 
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§  5.  Multiplicateurs  des  équations  linéaires 

176.  Multiplicateur.  —  Coiisidrrons  l'exprcasioii  synil)oIi([U(' 

(  1  )  /  (y)  =  y"  +  x,.y-"-'  +  . . .  +  x„.r. 

In  multipUcatcnr  de  f{y)  ou  un  mnLti])Ucatciir  de  l'équation 
f(y)  =  X,  csl  un  l'acloui'  u.,  foiu-tion  de  .v  seul,  Ici  (|ue  le  pio- 
(luil  y- fiy)  soit  la  (lérivcc  d'une  foncliou  de  .v,  y,  y',...  ,>'""'  et 
cela  ([ucl  (jue  soil  y. 

IL  existe  toujours  des  multiiilicalenrs  et  ce  sont  les  inté- 
grales d'une  équation  linéaire  sans  second  menilire  d'ordre  n. 

En  effet,  considérons  l'intégrale  indéfinie 

^a/-(j')(/.v  =  \:j.(y"  +  X,y"-'  +  ...  +  X„.v)(/.v. 

'rransfoinions-la  i)ar  iutégration  par  parties  de  manière  à  ne 
[)lus  avoir  de  dérivée  de   \-  sous  le  signe  (.  On  a 

\;j.X„_iy' J.v-  =  o.X„_iV-—  \(;j.X„_i)'fZx. 
f  aX„_,y"  dx  =  uX„^,.r'  —  (:/X„_,)'y  +  ij(;/X„  _o)"yr/.v. 


Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  il  vient,  il  d(''signaiit  la 
somme  des  tiennes  intégrés, 

,.,.  \  (y/'(r)'/-^-  =  "  +  (y|ux„  -(;..x„_,)'  +  ■■•  +  (—  i)"y"J  '^.v. 
(-)    J 

r  il  =  ;jiy"-'  -f  [uX,  —  ;/]  y"--  +  ... 

Doue,  poui'  ([uc  'j.  soit  un  niuUii)liealeur,  il  siitlil  (pie  a 
vérifie  l'équalion  linéaire  tl'ordre  /; 

(;{)  ;^"  —  (uX,)"-'  +  ...  +  (—  1)"  ;j.X„  =  0. 

llécipro([ueuieiit,  tout  muUiplicateui'  doit  \(''rilier  cette  é(iua- 
tiou,  sinon,  comme  on  le  voit  en  dérivant  ré<puilion  (2),  l'ex- 
l)ression  j[,ui.X„  —  (;j.X„_i)'  +  ...|,  (jui  est  encore  sous  le  signe  \ 
au  second  meinhri;,  seiail  la  dérivée  d'uiu'  fonction  de 
.V,  y,  y',...  C(!  (pii  impossiMe,  cai-  elle  ne  contient  [)as  île 
dérivée  de  y. 
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177.  Équation  adjointe. —  L'équation  des  multiplicateurs  ou 
l'équatiou  (;<)  s'appelle  ïcqiiatiun  adjointe  de  f(y)  =  0.  Il  existe 
une  complète  réciprocité  entre  ces  deux  écpiations.  L'éqiia- 
tiiiti  f{y)  =  0  est  vccipv(>([iu'mi'nt  l'adjointe  de  Véqnation  (3), 
c'est-à-dire  l'équation  de  ses  multiplicateurs. 

En  effet,  si  y  est  une  intégrale  de  f(y)  =  0,  la  relation  (2) 
devient 


\y\:J.\„    -('J.\n-lY     t     ...|'/.V 


() 


où  il  est  une  fonction  explicite  de  ij.,  u.',...  Donc  y  est  uu  mul- 
tiplieateui'  de  ;jlX,i  —  (aX„_i)'  +  ...,  ce  qui  prouve  la  propo- 
sition. 

178.  Théorème.  —  l.es  intégrations  complètes  de  deux 
équations  adjointes  sont  deux  problèrnes  complètement  équi- 
valents. 

En  effet,  supposons  qu'on  connaisse  n  solutions  indé[)eu- 
dautes  h,,  ».,,...  u„  de  l'équation  f'(y)  =  0  ;  ou  obtient  n  multi- 
plicateurs, donc  n  solutions  de  l'équation  adjointe,  par  les 
formules  (u"  174) 


y-".  ^  ^K^^'--       i^" 


w  '       •  -      w  '■■•       '  "       \v  ■ 

11  reste  maintenant  à  montrer  que  ces  multiplicateurs  sont 
linéairement  indépendants.  Supposons,  par  impossible,  que 
ces  inultii)licateurs  ne  soient  pas  iml(''[)('iulants  ;  on  aura  une 
identité  de  la  forme  ila,u',"^'  =  0  où  les  a  sont  des  constantes 
non  toutes  nulles.  Ajoutons  alors  toutes  les  identités  (7)  du 
n"  174  respectivement  multipliées  par  a,  ;  il  vient,  (juel  que 
soit  y, 

y"-'^:i:-Wr'  +  ...  +  yla,u',-   _ 
W 

ce  qui  ne  peut  subsister  que  si  toutes  les  sommes  ïl  sont  nulles. 
On  aurait  donc,  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles  des  a,  le 
système  d'équations 

S -AU-,  =  0,  Sa,u>;  =  (),...  ï-/,u'r'  =  0, 

ce  qui  est  impossible,  car  le  déterminant  des  quantités  w,  qui 
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est  l'adjoiul   <l<'  W  <•!  «'sl   (.'•y;:i 
I'(''laiil  pas). 


à    \\'"^',    n'est    pas    mil    (  W    ne 


179.  Théorème.  —  S;  l'oit  coititait  ji  {]><  u)  ninUii>lic<itciirs 
lincaircment  iiKh'jH'itdiinls  (rime  ciiiialinii  Uncdivc  (Vontrc  n, 
inu-c  on  sans  second  nwnilin',  on  pvnl  (ûxdsscr  l'ordiv  de 
l'r(inalion  de  ji  nnilcs  sans  ijnc  l'éijUiiHon  cesse  d'être  linéaire. 

Considérons  une  ('"(pialion  d'ordre  //. 

(4)  y»  +  X,.>-"-'  +  ...  +  X„y  =  X. 

MuUiplions-la  par  nn  niultipliealeiir  ;j,  et  intéj>Toiis.  I.e  ])re- 
micr  membre  s'intègre  exactement  et  l'on  oljtieid  une  intégrale 
première  de  cette  équation,  f[ui  sei-a  de  la  forme 


(5) 


r(,v-"''  +  lhy"~-  +  c,v-"--'  +  ...  =  \;j.,XJ.v-. 


Le  premier  membre  de  (.-))  n'est  autre  eluise  que  l'exin-es- 
siiui  il  du  u"  17.").  Les  lettres  r(,,  /),,  c,,...  sont  des  fonctions  con- 
nues de  .V,  ayant  pour  valeurs,  d'après  la  forme  (2)  do  ce 
numéro, 

ai  =  [j-i,         ht  =  u-zX:,  —  1^/,         (\  =  y-iX.,  —  (;j.,X,)'  +  uj',... 

Si  l'on  connaît  p  multiplicateurs  ;j.,,  [j..,,...  u,„  on  obtient  ainsi 
/)  inlégrales  premières,  comprises  dans  l'équation  (5)  pour 
i  =  1,  2,...  p.  Ces  int('grales  premières  sont  distinctes,  c'esl-à- 
dire  qu'elles  forment  nn  système  d'éciuations  résoluble  par 
ra|)port  à  y"^',  ,V"^-,  y"~''-  Kn  elTet,  le  déterminant  des  coefïi- 
cients  de  ces  inconnues  dans  ce  système  tl'éipiations  est 


V-i 


jj-iX,  — U2 

U..,X.  'J.^ 


il 


I 


1^1 


(;'esl  un  wionskieii  cpii  ne  s'annule  pas,  ])uis(pie  y,,  [J-,.,...  [J-,, 
sont,  pai-  hypothèse,  linéaireineul  indépendants. 

En  résolvant  ce  systèmi'  par  rapport  à  y"^i',  on  ohlieiit  une 
é(pialion  linéaire  d'ordre/;  —  /)  pour  déterminer  _\-.  Le  IIk'o- 
l'ème  est  ainsi  établi. 

HKMAngi  E.  —  Li'  théorème  i)récéilent  fournit  uiu'  nouvelle 
il('"moustration  de  celui  du  u'  KiS  relativement  à  l'abaissement 
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de  l'ordre  d'une  ôqualioii  linéaire  sans  second  membre 
d'ordre  n,  dont  on  coniiail  /)  inléf^raies  linéairement  indépen- 
dantes. Ces  p  intégrales  sont  des  mnlliplieatenrs  de  réipialiori 
adjointe;  l'ordre  de  celli'-ci  ]>('ul  donc  s'abaisser  de  /t  unilés. 
Ceei  lait,  l'inlégratioii  de  l'adjoinle  el,  [lar  conséquent,  l'inlé- 
yralion  de  l'équatiou  pr(>i)()sée  (n"  17S)  ne  dépendent  plus  que 
de  l'intégration  d'une  é<pudion  d'ordre  n  — p. 

§  6.  Intégration  des  équations  linéaires 
à  coefficients  constants  et  sans  second  membre 

180.  Caractère  algébrique  du  problème.  —  L'intégration 
des  équations  à  coetlicieids  constants  avec  ou  sans  second 
membre  dépend  étroitement  de  deux  j)roblèmes  d'algèbre  : 
1"  La  d(''termination  des  racines  d'un  polynôme  ;  2"  la  décom- 
position d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples.  Pour 
mettre  celle  dépendance  en  pleine  lumièie,  11  importe  de  définii' 
et  d'étudier  les  symboles  d'opération  avec  le  signe  de  déri- 
vation D. 

181.  Opérations  définies  par  des  polynômes  en  D.  Sommes 
et  produits  d'opérations.  —  Soient  a^,  a.,,...  des  coellicients 
constants,  1)  le  signe  de  dérivation  par  rapport  à  x.  Posons 

(1)  /■(!))  -  D"  +  «iD"-'  +  ...  +  «„_iD  +  a„. 

L'expres.sion  f(n)  est  un  symbole  d'opération,  dont  le  sens 
s'interprète  immédiatement  en  convenant  cjuc  si  y  désigne  une 
fonction  de  .v,  on  a 

f(D)y  =  Wy  +  a,D"-ij  +  ...  +  a„y. 

On  remarquera  <[ue,  tlaus  le  cas  particulier  oii  /'(D)  =  1,  on 
i\  f(l))y  =  y.  Donc,  dans  ce  cas,  /'(D)  désigne  une  opération 
d'i'IJ'el  nul. 

Les  symboles  opératoires  à  coellicienls  constants  tels  que  (  I  ), 
jouissent  de  propriétés  cjui  les  rapprochent  des  polynômes 
algébriques. 

1"  SoM.MES  d'oi'Éuations.  —  Eu  premier  lieu,  si  f{\))  et  f\(D) 
sont  deux  polynômes  symboliques  et  qu'on  représente  par 
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/■(!))  +  /'|(I>)  liMif  somme  cllccliirc,  i>ii  a,  par  les  iiiopriélés  dos 
ilérivées, 

f{T)).y^f\(T>)y=^\fiT))  h  A(n)1v. 

Donc  l'opéra  lion  /'(D)  + /'.(D)  peut  s'appeler  la  somme  des 
opcralions  /"(!))  et  f\(\))  cl  les  sommes  ainsi  déflnios  jonisscnt 
des  propric'h's  des  sommes  algéhriiines.  V.n  parliciilier,  l'opé- 
ralit)n  /'(l  ))  csl  la  somme  d(>s  o|)éiatioiis  (ji'linies  ])ar  eliacun 
de  ses  termes. 

2"  PuoiniTs  d'opkrations.  —  (considérons  d'abord  un  ccrlaiii 
nt)mbre  de  symboles  linéaires  D  +  «,  D  +  h,...  \)  +  l.  Nous 
pouvons  délinir  l'opération 

(2)  (D  +  0...(r)  +  /.)  (l)  +  a) 

en  convenant  (pi'on  opère  d'abord  avec  le  facteur  (1)  +  d),  puis 
sur  le  résultat  avec  (I)  +  /))  et  ainsi  de  snite.  Or,  en  elïectnant 
ces  opérations,  on  conslale  imméiliatemenl  ({u'on  obtient  le 
même  résultat  que  si  l'on  avait  exécuté  l'opéralion  uni(iue, 
déliiiie  i)ar  le  proiluit  algébrique  (!)  +  /)  ...  (1)  +  a)  préalable- 
ment elTeclué. 

L'opération  (2)  peut  donc  s'appelei-  le  imidiiil  des  opérations 
définies  par  cbaque  facteur  et  ce  })roduil  est  indéjjeiulant  de 
l'ordi'e  lies  facteurs.  SI  le  produit  se  compose  de  m  facteurs 
égaux  1)  +  a,  on  le  représentera  donc  par  (I)  +  a)"  comme  eu 
algèbre. 

On  définirait  d'une  manière  analogiu'  l'opération 

composi'e  de  fact(Mn-s  de  degi-és  ((uelconcpu's.  On  verrait  (jue 
celle-ci  aussi  est  ind('"[)endanle  de  l'ortli-e  des  facteurs,  dette 
propri(''t(''  résulte  d'ailleurs  île  ce  (pie  chaque  polynôme  /'(D) 
])eiil,  }>ar  les  règles  de  l'algèbre,  se  décomposer  en  facteurs 
liiH'aires,  ce  (|ni  ramène  au  cas  pr(''C(''dent.  Nous  reviendrons 
sur  cette  décomposition  dans  le  n"  siii\  ant. 

182.  Décomposition  des  polynômes  en  facteurs  et  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples.  Formules  sym- 
boliques  qui   s'en   déduisent.    —    I"    DiicoMPosn  ion    i:.\    i-.vc- 
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TEURs.  —  Considérons  l'équation  algébrique  de  degré  n  (1)  étant 
considéré  comme  une  quantité) 

/•(!))  =  D"  +  a,D"-'  +  ...  4  a„  =0. 

Cette  équation  admet  toujoui's  /;  racines  qui  peuvent  être 
égales  ou  distinctes,  réelles  ou  imaginaires.  Nous  représente- 
rons les  racines  différentes  par  /',  .s,  <,...  leurs  ordres  de  multi- 
})Iicité  respectifs  par  "/,,  ;ji,  v,...  Connaissant  ces  racines,  on  con- 
naît aussi  la  décomposition  de  f(\^)  en  facteurs  linéaires.  On  a 

(3)  /■(]))  =  (i)_,.)).(r)_.s.)!^  (i)^O'.-. 

Considérons  maintenant  /'(D)  comme  un  symbole  d'opération 
cl  rappelons-nous  les  résultats  du  n"  précédent.  Nous  voyons 
que  l'opération  /'(D)  peut  se  décomposer  en  une  suite  d'opéra- 
tions consécutives,  définies  par  un  seul  des  symboles  D  —  ;•, 
D  —  ,s,...  et  etîectuées  dans  un  oixlro  arbitraire. 

2"  DÉCOMPOSITION  EN  FRACTIONS  SIMPLES.  —  La  décompositiou 
de  /'(D)  en  facteurs  se  faisant  par  la  formule  (3),  celle  de  1  : 
/■(D)  eu  fractions  simples  se  fera  par  la  formule 

^'    /■(!))      D  — ;-(D  —  r)-(l)  — /•)>'"'  D— s 

où  A,,  Aj,...  B,,...  sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires, 
que  nous  avons  appiis  à  calculer  (Tome  1,  n"'  95  et  96). 
Représentons  par 

AD)I         AD)  /■(«) 


(l)_,.)'      (|)_,.)-2'---     D  — s"" 

les  polynômes  respectivement  obtenus  en  supprimant  dans 
/■(D)  un  facteur  (D  —  /■),  deux  facteurs  (D  —  r),...  un  fac- 
teur (D^s),  etc.,  et  mettons  l'identité  (4)  sous  la  forme 

Daiiscelte  nouvelle  relation,  chaque  terme  du  second  membre 
est  un  [lolynome  et  peut  être  considéré  comme  le  symbole 
d'une  t)péi-ation  à  effectuer.  La  foi'inule  (5)  montre  <(ue  la 
somme   des    opéiations   définies    respectivement    par  chaque 
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ternie  (lu  second  iiieiiihre,  esl   une  (i|)(''ralioii   d'elTel    nul.  (lelle 
formule  nous  sera  dès  utile. 

183.  Relation  entre  les  symboles  I)  et  (1)  —  /•).  — Soil  r  une 
constante  et  y  une  lourliiui  de  .v  ;  on  a 

D.c   '■■^  y  =  e—'-'Oy  —  e-"  ry  =  e-<''{l)  —  r}y. 
I«eni])la(;ons,  dans  cette  relation,  ^-  [lar  (1)  —  /)  \'  ;  il  vient 

n.(.-r.v(|)  _,.),.   ^   ,,     '.v^jj_,,y:,^, 

et,  en  vertu  île  la  relation  [)réeédente, 

D-. e-''^.)'  =  c   '-^(I)  —  7)-,v. 

Remiilaçoiis  de  nouveau  y  j)ar  (I)  —  r)y  et  continuons  ainsi 
de  suite.  Après  /,  opérations,  nous  obtiendrons 

(6)  D^.  e-'^y  =  c  '•^- {l)  —  r)'^y. 

184.  Équation  linéaire  à  coefficients  constants.  Équation 
caractéristique.  Équation  simple.  —  Une  éipialion  linc'-aire  à 
eoetlicients  conslanis  esl  de  la  forme 

/■(l')v  =  -f(.v) 

où  l'on  a  posé,  comme  ti-tlessus  (n"  ISl),  les  eoetlicients  «  étant 
des  constantes, 

/■(n)  =  D"  f  rt,D"-'  +  ...  +o„. 

Si  -i(.v)  n'est  pas  nul,  ri'wpialion  esl  complè le  on  (H'cc  second 
membre  ;  si  'i(.v)  esl  nul,  l'équalion  est  sans  seeond  meDihre. 
Oh  lionnes  le  nom  û'équaliuii  edractéristiqne  à  l'étpialion 
algébrique 

/(D)  =  0. 

(Jiiand  l'équation  caraciérislitpie  n'a  ([u'une  seule  laeine 
disliuele,  simi)le   ou  multii»!»',  ré(|uation  ditïér.'ntielle  de\  ient 

et  nous  donnerons  le  nom  iVéïiiutlinii   simple  à   une  ('(piation 
de  celte  forme. 
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185.  Intégration  des  équations  simples  sans  second 
membre.  —  Soil  l'LHjualioii  d'orili'L'  ), 

(7)  (D  — 7-)^.v-n. 

Multiplions-la  pare~'-^',  qui  n'est  ni  nul  ni  iutini,  puis  trans- 
formons-la par  la  formule  (G)  ;  elle  devieul 

D^.e-'"}'  =  0. 

Doue  l'intégralion  est  immédiate,  p  '"•'>■■  v-  est  un  polynôme 
arbitraire  île  dej^ré  /, —  1.  Soit  P^-'  '^'^  iiolyuomc;  il  eontieni  A 
constantes  arbitraires,  (jui  sont  ses  coellicients  : 

l'X-i  =  Q,  +  C,.v  +  C,.v-  +  ...  +  Cx-,.v^-'. 

L'intégrale  géiiéralc  de  l'équation  (7)  sera 

C'est  bien  la  somme  de  A  intégrales  partie  iilirres  multipliées 
respectivement  i)ar  des  constantes  C. 

186.  Intégration  de  l'équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants et  sans  second  membre  dans  le  cas  général.  —  Cette 
équation  est  de  la  forme 

(8)  /■(B)y  =  0. 

Son  intégration  revient  à  la  résolution  algébrique  île  l'équa- 
tiûu  caractéristique 

/■(D)^l)"  +  n,D"-i  +  ...  +  n„-0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  décomposition  de  /'(D)  en  ses 
facteurs  linéaires  : 

nD)  =  (r)-/r.(i)-.s)!^-...(i)-o'- 

L'intégrale  générale  est  égale  à  la  somme  des  intégrales 
générales  de  chacune  des  équations  simples  : 

(!>)     (I)^,-)Av  -  (I,        (T)  —  s):\v  =  0,...       (l)_/)vv=0. 

et  on  peut  l'écrire  immédiatement.  Ce  sera,  sauf  une  trans- 
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fonnalioii  indiquée  dans  le  iuiiikmo  suivant  s'il  y  a  des  racines 
imaginaires, 


(10) 


y  =  Pl-it""  +  Q,^^,  c«  +  ...  +  Uv^ic'- 


P,  n,...  !{  désignant  des  polynômes  en  .v  de  degrés  marqués 
par  l'indice  et  doid  les  coeflicienis  soni  les  constantes  arbi- 
traires de  l'intégrale. 

Dciiionfilniliiiii. —  L'ordic  des  facteuis  (1)  —  i-)'^,  (I)  —  .s);-*,... 
(pii  entrent  dans  /(!))  étant  indi  IT(''i-ent,  r(''(|nation  /(l  ))  ^- =  0 
peut  s'écrire  l'n  faisant  ligui'er  à  volonté  l'un  qnelc(uu[ne  de 
ces  facteurs  imuicdiutemeid  devant  y.  Donc  les  intégrales  des 
équations  (6)  sont  des  solutions  particulières  de  l'éciuation  (S) 
et  l'expression  (10),  cpii  est  leur  somme,  est  une  intégrale  plus 
généi'ale  de  cette  éipiation,  mais,  de  plus,  ce  sera  l'intégi-ale 
générale,  car  nous  allons  montrer  que,  réciproquement,  toute 
intégrale  de  l'équation  (8)  est  de  la  forme  (10). 

A  cet  elîet,  isolons  successivement,  dans  /"(D),  les  divers 
facteurs  (0  —  r),  (1)  —  r)-,...  (D  —  .s),...  L'écpiation  /"(!)).)'  =  0 
s'écrira  sous  les  formes 


(D-r) 


f(n)  ^ 

(D-r)-' 


=  0,  (D-ry 


{\)-vr 


y 


=  0,...  (D-,s) 


fi^) 


D- 


y 


0. 


Chacune  de  ces  éipiations  devient  une  écpiation  simjile  sans 
second  membre  en  prenant  la  quantité  entre  crochets  comme 
inconnue  ;  il  vient,  en  les  intégrant. 


(D-ry 


P  f 


A") 
(ï)-vy 


r  =  P 


I  )  —  .s 


r  =  0"e»^.-- 


les  polynômes  P  étant  de  degrés  <^  A,  les  polynômes  Q  de 
degrés  <^  |ji,...  Multiplions  respectivement  ces  écpiations  par 
les  constantes  A,,  A.j,...  B,...  de  la  décompo.sition  de  1  :  /"(D) 
en  fi-actions  sim])les  et  ajoutons-les.  11  vient,  ])ar  l'identité  (5) 
établie  au  n"  182, 

y  =  ('"ÏAP  +  ('«XHQ  +  ... 

Comme  ÏAO,  ^BQ,...  sont  respectivement  des  polynômes  de 

degrc'  moindr(^  (pic  a,  moindi'c  qiu-  ;/,...  celle  expression  est  de 
la  forme  (10). 
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Remarque.  —  L'expression  (10)  renferme  a  f  a  +  ...  =  n 
constantes  arbitraires,  qui  sont  les  coelTicients  des  polynômes 
P,  Q,...  On  reconnaît  ainsi,  conformément  aux  théorèmes 
généraux,  que  l'intéfi^rale  jçénérale  de  l'équation  sans  second 
membre  est  la  somme  de  n  inléf^rales  particulières  multipliées 
par  des  constantes  arbitraires.  Ces  intéj^-rales  particulières  sont 
donc  linéairement  indépendantes,  sinon  elles  ne  fourniraient 
pas  l'intégrale  générale.  On  en  conclut  que  si  r,  s,...  sotit  des 
constantes  différentes  (rcclU-s  on  non),  l'idcntitc 

ne  pent  avoir  lien  ([ne  si  les  polynômes  P,  O,...  sont  iden- 
tiqnemenf  nnls  (*) 

187.  Cas  des  racines  imaginaires. —  Quand  les  racines  r,s,... 
ne  sont  pas  toutes  réelles,  l'intégrale  trouvée  contient  des  ima- 
ginaires, mais  elle  subsiste,  car  les  règles  de  dérivation  des 
exponentielles  ne  sont  pas  changées.  On  peut,  par  une  trans- 
formation, lui  restituer  la  forme  réelle. 

Nous  supposons  ici  que  /"(D)  est  un  polynôme  à  coellicicnts 
réels,  de  sorte  cjue  ses  racines  imaginaires  sont  conjuguées 
deux  à  deux.  Soit  r  =  a  +  [ii  et  s  =  y.  —  [ii  un  couple  de  racines 
conjuguées  de  l'ordre  ).  de  multiplicité.  Les  termes  correspon- 


(*)  Il  est  facile  de  prouver  iliiecteiiicnt  ce  tlitoi'ème.  AdnioHdiis,  par 
impossible,  que  cette  identité  ait  lieu  pour  les  valeurs  réelles  do  .v,  un 
coelïicient  au  moins  de  clnupie  polynôme  n'étant  pas  nul.  D'abord  l'iden- 
tilé  subsiste  pour  les  valeurs  imaginaires  (car  son  preuder  membre  est 
alors  une  somme  de  séries  potentielles  qui  se  détruisent).  Soit  r  celle 
des  quantités  r,  s,...  qui  a  le  plus  f>rand  module,  ou  l'vine  d'elles  s'il  y  a 
plusieurs  modules  égaux.  Remplaçons  .x  par  .v  :  i'  et  taisons  tendre  x 
vers  l'intini  positif.  Après  cette  substitution  (qui  n'altère  pas  nos  hypo- 
thèses sur  les  polynômes  1',  Q,...),  l'identité  prend  la  forme 

s 

Pex  +  Qe^"  +  ...  =  0. 

Mais  les  coefficients  — ,...  difTèrcnl  tous  de  1  et  ont  tous  des  modules 
r 

^  1  par  hypothèse,  ce  qui  exige  que  (cars  parties  réelles  soient  toutes 
<  1.  Donc,  pour  a:  infini  positif,  le  premier  terme  Pc*  est  d'ordre  supé- 
rieur à  tous  les  autres  et  l'identité  est  impossible. 
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(laiils  (le  la  roriiuilc  (lll)  iiciixcnt  s'ikM'i fc,  en  (li'si^iiaiil  pai'  1' 
cl  (J  deux  polynômes  arl)iliaii-('s  de  degré  (). —  1), 

Ilcniplacoiis  c,^'^'  par  cos  [i.v  +  i  siii  ^Iv,  l'-i-''^  \y.\v  cos  |j.y —  j. 
sin  ,'j.v;  roiiscmhle  des  ternies  c()iisid(''r(''s  se  met  sous  la  lorme 

t,a.v|(i>  _).  (j)  cos  [i.v  +  /(r  — O)  siii  ;i.v| 

ou  ])liis  siin|)leiiieul 

(1  1)  t'^-^[l'X_i  cos  |lv  +  QX-i  ■'^iii  >.vl, 

car  on  peut  considérer  P  +  Q  et  i(V  —  Q)  comme  doux  poly- 
nômes réels  arbitraires  Px_i  et  Qx_i  de  degré  ). —  1.  11  sulTil, 
en  effet,  pour  cela,  que  les  deux  polynômes  1'  et  Q  soient 
conjugués. 

Les  termes  de  l'intégrale  tiui  correspondent  aux  racines 
conjuguées  r  et  «  s'écriront  donc  sous  la  forme  (11)  et  l'on 
opérci-a  de  même  pour  les  autres  couples  de  racines  conju- 
guées s'il  y  en  a. 

l]n  particulier,  si  les  l'acines  conjuguées  /■  et  .s  sont  simples, 
les  termes  correspondants  de  l'intégrale  générale  seront 

(12)  c^-^IC,  cos  [Iv  +  C,  siii  ,'lvl 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Cc^^-  cos  (."Iv  +  C), 

C  et  G'  désignant  deux  nouvelles  constantes,  liées  aux  pre- 
mières par  les  relations  C,  =  G  cos  G'  et  C.,=  —  G  sin  G'. 

188.  Exemples.  —  I.  Les  deux  équations 

(r)-  +  5i)  +  (i)r  =  (),       (0=  — 2n+  i).A-  =  n, 

ont  ()our  caracléi'isliques 

(l)+2)(l)+;})  =  0,  (0—  1)^  =  0, 

et  pour  iul(''gi'ales 

y  =  Gt'-2-^-  +  G,c-^•^         y  =  (G  +  G,.v)f\ 
H.  Soit  ré(puilion 

(D'  +.SD-  +  ir.)y-0. 
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L'équation  caractéristique  (D°  -j-    1)'  -^  0  a  les  racines  doubles 
imaginaires  db  2  i  ;  l'intégrale  générale  sera 

y  =  (C  +  C,.v-)  cos  2.V  +  (C,  +  C,.v)  sin  2x. 

III.  Soit  l'équation 

(D'+  la')  y  =  0. 

L'équation  caractéristique 

D^  +  4  a'  =  D'  +  2a-)=—  (2rtD)^  =  0 

a  les  racines  ±  «  (  l  ±  i)  ;  l'intégrale  générale  sera 

y  =  Ct'"-^- cos  (a.v  +  C)  +  C,e-"-^"cos(«.x  +  Cj). 

§  7.  Intégration  des  équations  linéaires 
à  coefficients  constants  avec  second  membre 

189.  Intégration  des  équations  simples.  —  Soit  l'équation 
simple 

(l)  (D-r)^r  =  »(A-). 

Multi[)lioii.s-la  i)ar  t'"'-''  et  transformons-la  par  la  formule  (6) 
du  11"  183  ;  elle  devient 

On  en  tire  d'abord  e~''\>'  par  ').  cpiadraturcs  consécutives,  et 
ensuite  y  par  la  formule 


(2) 


y  =  t"-"  U  •  •  ■  U'-'-'--i(A)  d.\^. 


Cette  expression  est  la  somme  d'une  intégrale  particulière  de 
l'équation  complète  et  de  l'intégrale  générale  Px-,  e'''^  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  Pratiquement,  pour  calculer  y,  on 
peut  elTectuer  les  quadratures  sans  introduire  de  constante,  ce 
([ui  fournit  l'intégrale  particulière,  et  ajouter  ensuite  l'intégrale 
de  l'équation  sans  second  membre. 

RÉDUCTION    DE    PLUSIEURS    QUADRATURES    SUCCESSIVES    A    UNE 

INTÉGRALE  DÉFINIE.  —  Cousidéroiis  l'équatioii  difrércntielle 

(3)  D^i  =  ^(x), 

Vol.  II  14 
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d'où 

(4)  H=^  JÇ...J.H-v)''-v''. 

On  vérifie  directement  qu'on  ubtieut  une  intégrale  particu- 
lière par  la  formule,  déjà  signalée  (n"  11J4), 

(5)  u==\^^-^^^W)<it, 

où  x„  est  une  constante  arbitraire. 

En  effet,  si  l'on  dérive  d'abord  (X —  1)  fois  de  suite  par  la 
règle  de  Leibnitz  complétée  (n"  20),  le  terme  provenant  de  la 
variation  de  la  limite  supérieure  est  nul  chaque  fois  (la  fonc- 
tion sous  le  signe  I  s'annulant  à  cette  limite),  et  il  suffit  de 
dériver  sous  le  signe,  ce  qui  donne 

l)^-hi^V  '\'(t)dt. 


Enfin,  en  dérivant  une  fois  de  plus,  il  vient  D^«  =  (|>(.\"). 
Si  l'on  fait  maintenant  'Jv(.v)  =  e~''''-f(x),  on  trouve  la  solu- 
tion particulière 

•  \e~'--'  -i(.v)  dx^  =  ('  ^V^^T-  e-'-'  -fit)  <//. 


(k-l)\ 

On  obtient  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
complète  (1)  par  la  formule  pratique  : 

Représentation  symbolique  de  l'intégrale.  —  11  sera 
commode  de  représenter  l'intégrale  de  l'équation  générale  de 
l'équation 

(D-r)\v  ==  -^(.v) 
par  le  symbole 

^  (D  —  7-)^ 

(|u'on  obtient  en  résolvant  l'écpiation  par  rapport  à  y  comme 
si  (!)  —  r)  était  une  (juantité.  Nous  allons  voir  l'utilité  de  cette 
convention  dans  le  n"  suivant. 
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190.  Intégration  des  équations  linéaires  complètes  à  coeffi- 
cients constants  dans  le  cas  général.  —  Gomme  l'intégrale  de 
ro(|iiiilion  sans  second  in(Mnl)ie  est  connue,  cette  intégralion 
se  ramène  à  des  quadratures  d'ai^rès  un  lliéorème  général 
(n"  103). 

Soit  donc  à  intégrer  l'équation 

(7)  f(D)  r  =  'fix). 

Nous  allons  montrer  que  le  pruhlcme  de  réduire  cette  inté- 
gration à  des  quadratures  revient  à  décomposer  1  :  f(Y))  en 
une  somme  de  fractions  simples. 

Supposons,  en  elîet,  que  l'on  connaisse  la  décomposition  de 
/■(D)  en  facteurs  : 

/■(l))  =  (n-r)M»-.s)^.. 

et  celle  de  1  :  f{]))  en  fractions  simples  : 

1  A,  A,        .  Ai  B, 

/■(D) 


+  •••  + 


(D  -  r)X 


I) 


+ 


Isolons  successivement  dans  /"(D)  les  divers  facteurs  (D^  r), 
(D  —  /■)'>•••  (D  —  s)...  L'équation  à  intégrer  s'écrira  sous  les 
diverses  formes 


(D 
(D 


'•) 
s) 


(D-r)^ 
AD)     ., 


{l)-rr 


(D  -  rr 


?' 


=  ?,■• 


[(D-«)- 

Chacune  de  ces  éc£uations  est  une  équation  simple  avec 
second  membre  C£uand  on  prend  la  quantité  entre  crochets 
comme  inconnue.  11  vient,  en  les  intégrant  et  en  utilisant  la 
représentation  symbolique  indiquée  à  la  fin  du  n'  précédent. 


AD) 
D  — / 


y 


m)) 


D- 


.y 


s^      D  — 


]) 


■r     (l)—ry       (D  — 7- 

Multiplions  respectivement  ces  équations  par  les  constantes 
A,,  Aj,...  B,,...  de  la  décomposition  de  1  :  f{l))  en  fractions 
simples  et  ajoutons,  il  vient,  par  l'identité  (5)  du  n"  182, 


(«)     J 


Al? 
D  — 


r  ^  (1)  -  r). 


+ 


(D  — ï')^      D— s 


+ 
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Cette  formule  s'obtient,  tout  simploineiit,  en  remplaçant 
dans  la  relation 

y  -  ~  ri-) 

1  :  f(D)  par  son  développement  en  une  somme  de  fractions 
simples  et  c'est  la  formule  de  réduction  de  l'intégrale  cherchée 
à  des  intégrales  d'éciuations  simples,  donc  à  des  quadratures. 

D'après  notre  raisonnement,  toute  intégrale  y  rentre  dans  la 
formule  précédente.  Mais  les  constantes  d'intégration  restent 
arbitraires,  car,  en  réunissant  les  termes  qui  renferment  ces 
constantes,  on  forme  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre. 

Pratiquement,  pour  obtenii-  l'intégrale  générale  y,  on  rem- 
placera chaque  terme  de  la  formule  (8)  par  l'intégrale  particu- 
lière correspondante  fournie  par  la  formule  ((i),  puis  on  ajou- 
tera l'intégrale  de  l'équation  sans  secoiul  membre. 

Si  les  racines  r,  s,...  ne  sont  pas  tontes  réelles,  la  solution 
sera,  en  apparence,  compliquée  de  coefficients  et  d'exponen- 
tielles imaginaires,  mais  ces  imaginaires  disparaîtront  d'elles- 
mêmes  par  l'addition  des  termes  conjugués,  ainsi  que  nous 
l'avons  vérifié  pour  l'équation  sans  second  ineml>re. 

Cas  particulier.  —  Si  toutes  les  racines  f(D)  sont  simples, 
la  décomposition  en  fractions  se  fait  par  la  foiniule  connue 
(t.  V,  n"  97)  et  la  formule  d'intégration  devient 

v-  =  îi£^  =  J î +  _i ?_  + 

^        AD)      f'ir)   U-r^  fis)   ])  -  s  ^ 

Remplaçons  chaque  terme  de  cette  formule  i)ar  l'intégrale 
particidière  ((5)  du  n°  189  et  ajoutons  l'intégrale  générale  Y  de 
l'équation  sans  second  membre,  nous  obtenons  l'intégrale 


(0)  y  =  Y  -f 


f'ir)    ^7W^ 


ril)  <lt- 


Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(ir-  +  a"-)y  =  (D  +  ai)  (D  —  ai)  y  =  '-;(x). 
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Les  racines  sont  ;•  =  ai,  s  =  — ai  et  l'on  a  f'(D)  =  2D  ; 
faisons  x„=  0  dans  la  formnle  (9),  elle  nous  donne 

S.v  pai(x—t)  p—aUx—l) 
. 2s:, ■'<'>"'• 

Remplaçons  encore  Y  i^ar  sa  valeur,  nous  obtenons  l'inté- 
grale 

1   f-^" 
y  =  A  cos  «.V  +  B  sin  ax —  \   ■■f(t)  sin  o(.v  —  t)  di. 

(t    Jn 

191.  Intégration  de  l'équation  complète  par  la  détermina- 
tion directe  d'une  intégrale  particulière.  —  Quand  on  trouve 
facilement  une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète 

f(D)y  =  tp(x), 

l'intégrale  générale  s'obtient  le  plus  facilement  en  ajoutant  à 
celle-là  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre. 
Nous  allons  examiner  les  principales  formes  de  cp(.v)  pour  les- 
quelles on  trouve  directement  une  intégrale  particulière. 

Phemier  cas.  —  f{x)  est  un  polynôme  P^  de  degré  k.  L'équa- 
tion est  donc  de  la  forme 

AD)r  =  Pfc- 

Si  f(D)  n'a  pas  de  racine  nnlle,  l'équation  admet  comme 
sohitioii  particulière  un  polynôme  déterminé  de  degré  k  ;  si 
/■(D)  à  À  racines  nulles,  l'équation  admet  une  solution  parti- 
culière de  la  forme  x'Qk  où  Q^  est  encore  un  polynôme  déter- 
miné de  degré  k. 

Ces  polynômes  peuvent  s'obtenir  par  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  ou  par  le  procédé  suivant,  qui  nous  ser- 
vira de  démonstration. 

En  premier  lieu,  si  /"(D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  on  peut 
développer  1  :  /"(D)  suivant  les  puissances  de  D  par  la  formule 
de  Maclaurin.  Arrêtons-nous  après  le  terme  d'ordre  k  ;  nous 
aurons,  M  désignant  un  polynôme  en  D  (t.  1",  n°  79), 

^  =  i„  +  A,D  +  ...  +  A.D''-  +  D'^+*^. 

d'où 

1  =  f{T))  {h„  +  /»,  D  +  •..  +  hkT)")  4-  MD«-+'. 
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Le  second  mcinhi*'  déliiiit  donc  une  opération  d'effcl  nul  ; 
olïecluons-la  sur  P^,  en  observant  ([uc  D^-'+'P^  =  0  ;  il  vieni 

f(l))\{h,  \-  /,,1)  +•••  +  //•)P,.l  =  Pfc. 

Donc,  si  f{D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  on  obtient  nne  solu- 
tion particulièi'e  en  faisant  la  somme  des  termes  de  degrés 
■^  k  dans  le  dth'eloppentent  de  1  :  /"(!))  suivant  les  puissanees 
de  D,  et  en  elfecluant  sni-  Vk  l'opération  représentée  parcelle 
somme.  Le  résultat  sera  un  polynôme  de  degré  k. 

En  second  lien,  si  /"(D)  a  ).  racines  nulles,  observons  que 
l'on  a  f(D)  =  D'/i(l')>  mettons  l'éqnalion  sons  la  forme 

/•,(L))[dV]  =  ï'k 

et  prenons  D'y  pour  inconnue  :  nous  sommes  ramenés  an  cas 
précédent.  Donc  D'y  est  un  polynôme  de  degré  k,  qni  peut  se 
calculer  à  l'aide  du  développement  de  1  :  /"((D)  par  la  formule 
de  Maclaurin.  Connaissant  D'y,  tirons-en  une  solution  y  par  )> 
quadratures  sans  introduire  de  constante  :  cette  solution  sera 
de  la  forme  .v^Q^. 

Chaque  fois  que  l'on  connaît  ovi  (pic  l'on  obtient  facilement 
le  développement  de  Maclaurin  sur  lequel  repose  le  calcul 
précédent,  cette  méthode  est  la  plus  commode  en  pratique  et, 
dans  les  cas  simples,  elle  permet  même  d'écrire  à  première  vue 
une  solution  de  l'étpiation.  Mais,  si  le  développement  en  ques- 
tion ne  s'obtient  que  par  des  calculs  minutieux,  il  sera  géné- 
ralement plus  expéditif  d'employer  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés.  On  substituera  dans  l'équation  une  expression 
de  la  forme  indiquée  eu  laissant  indéterminés  les  coellicients 
du  polynôme  Qfc.  En  identifiant  les  deux  membres,  on  obtien- 
dra un  système  d'équations  linéaires  déterminant  tous  les 
coefficients  inconnus,  car,  comme  aucun  terme  de  la  solution 
particulière  cherchée  n'entre  dans  l'intégrale  de  l'^-ipiation 
sans  second  membre,  aucun  des  coelficients  ne  peut  rester 
arbitraire. 

Deuxième  cas.  —  Si  !p(.v)  est  le  produit  d'un  ludynome  par 
une  exponentielle,  l'équation  est  de  la  forme 

/•(!))  y  =  IV"  % 
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Ce  cas  se  ramone  au  précédent  par  la  substitution 

y  =  e"'-'z. 

En  elTet,  si  l'on  remplace  r  par  —  a  dans  la  formule  (6)  du 
u"  183,  on  en  tire 

Si  l'on  applique  cette  formule  pour  chaque  terme  de  /'(D),  on 
en  déduit  la  formule  générale 

(  10)  /"(D)  e«-^-2  =  t'"  Y(D  +  a)  z. 

Donc,  après  suppression  du  facteur  commun  e"",  l'équation 
transformée  sera 

f(Y)  +  a)z  =  Pfc. 

Connaissant  une  solution  particulière  z,  on  en  déduit  une 
solution  particulière  y. 

Troisième  cas.  —  Si  f(x)  est  une  somme  de  tei'mes  des  types 
précédents,  donc  si  l'équation  est  de  la  forme 

f(D)  =  Pk+Qie"--'  +  ..., 
on  cherchera  séparément  des  intégrales  u,  <',...  des  diverses 
équations 

f{D)n  =  P„         /■(D)i'=Q,e--,... 

et,  en  faisant  leur  somme  u  +  ^'  +  ...,  on  aura  une  intégrale 
particulière  de  la  proposée.  On  le  constate  par  l'addition  des 
équations  précédentes. 

Quatrième  cas.  —  Si  l'équation  est  de  l'une  des  formes 
suivantes  : 

f(D) y  =  Pfce"-^-  cos  hx,         [(D)  z  =  PfcC"-^-  sin  bx, 

on  peut  la  ramener  aux  types  précédents  en  remplaçant  les 
lignes  trigonométriques  par  des  exponentielles  imaginaires  ; 
mais,  si  les  données  sont  réelles,  on  obtiendra  plus  facilement 
une  intégrale  en  prenant  respectivement  pour  y  et  pour  z  la 
partie  réelle  et  le  coelficient  de  i  dans  une  solution  u  de 
l'équation 

f(T))u  =  Pfce(«+''')-^ 

car  cette  équation  se  décompose  dans  les  deux  précédentes  en 
posant  u  =  y  +  zi. 
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192.  Exemples.  —  Soient  à  iiiléf^ror  los  dcMix  ('(iniitioiis 
(D=  +  l)y  =  cos  A-,         (D-  +  1);  =  siii  a. 

Nous  intégrons  donc  (D"  +  i)n  =  e'^.  Snbstiluanl  a  =  te''',  il 
vient 

[(D  +  /)'-  +  1]/=  1,         d'où         (n  +  2f)n/  =  1. 
Le  terme  de  déféré  0  dans  1  :  (D  +  2/)  est  1  :  2(  ;  on  a  donc 

ut  =  -^r-r,  d  ou  t  =  -— )  Il 


2i  2i  2t 

Les  intégrales  particulières  cherchées  y  et  z  seront 

A  sin  A  XCOSA 


y 


193.  Equations  d'Euler  réductibles  à  celles  à  coeflacients 
constants.  —  Elles  sont  de  la  forme 

(1"y  fZ"~'r  dv 

(11)     .V"-,,  +  «.-"-' d^  +  -  +  «"-.  -^  +  «'O-  =  r(-v), 

et  elles  se  ramènent  aux  coefTicients  constants  en  changeant 
de  variable  indépendante  par  la  substitution 

A  =  e',         dx  =  e'dt. 

En  elTct,  soit  D  le  signe  de  dérivation  par  rapport  à  t  ;  ayons 
égard  à  la  formule  D  .  e"'u  =  e"'  (D  +  a)u  ;  il  vient,  de  proche 
en  proche, 

4^  =  e-'  Dy,       ^^  =  e-'D(e-'Dv)  =  t^-''D(l)  —  1)  v,... 
dx  (l'x 


c'est-à-dire 


dv  d-Y 

et,  en  gén(''i'al, 

Xpg=  n(D-l)(D-2)...(n-p  +  l)y. 

Substituant  ces  valeurs  dans  r(M|uali(ni  (11),  elle  se  trans- 
forme en  une  autre  à  coelTicienls  eonstaiils,  (pic  l'on  |)eut 
écrire  immédiatement . 
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Remarque.  —  Si  l'on  considérait  l'équation  plus  générale 

on  la  ramonerait  à  la  ])récédente  en  prenant  /).v  +  q  comme 
variable  indépendante. 

EXERCICES 

1.  Intégrer  les  équations  suivantes  (uiétlioilo  du  n"  190)  : 

(D-  +  D  +  l)y  =  sin2.\- 
(D^  +  2  D-  +  1  )  1-  =  .\-2  cos  n.v 
(D-  +  4).v  =  .vsin-.v 
(U  +  if  y  =  e— V  +  A-^- 
(D  +  c)"y  =  cos  nx. 

2.  Réduire  à  des  quadratures  les  intégrations  des  équations  précé- 
dentes, après  y  avoir  remplacé  le  second  membre  par  une  fonction  quel- 
conque <p(-v)-  Etudier  en  particulier  les  cas  où  <a{x)  =  .v— ',  tg-.v,  etc. 

3.  Intég-rer  les  équations  linéaires 


0, 


A(l-.v)v"+(4---'-')^"'-T 

(.V-  —  1)  y"  -h  2(.v  —  l)y'  —  2y=      "     , 

.V  —  1 

sacliant  que  la  première  admet  une  solution  particulière  3- =  .V  (/i  à 
déterminer)  et  que  l'équation  sans  second  membre  correspondant  à  la 
seconde  admet  comme  solution  un  polynôme  du  premier  degré  à  déter- 
miner. 

H.    n  = —;  le  polynôme  est  .v  —  1.  Ces  solutions  connues,  les  équa- 
tions s'abaissent  au  premier  ordre. 

4.  Intégrer  l'équation  linéaire 

y,,  ^  3  L+^  ^.„  +  A  ,.r  _  4  ,.  =  0, 

sachant  qu'elle  se  ramène  à  une  équation  ji  coefficients  constants  par 
une  substitution  j-  =  ;  :  u  on  u  est  un  polynôme  en  .v  à  déterminer. 

R.  «  =  X. 

§  8.  Intégration  par  les  séries 
Equations  de  Bessel  et  de  Riccati 

194.  Fonction  et  équation  de  Bessel.  —  Soit  /;  un  nombre 
quelconque  (non  entier,  s'il  est  négatif).    Nous  définirons  la 
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fonclUm  I„  de  Bessel  par  la  sôvui  poleiiliellc,  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x, 

et  nous  conviendrons  que,  si  p  =  0,  on  a  0  !  =  1,  o"  =  1. 

Cette  fonction  vérifie  une  équation  différentielle  (jne  nous 
allons  former.  On  a 

C'est   l'équation    cherchée,    qui  peut  s'écrire,  tous  calculs 
faits 

Donc  1„  est  une  intégrale  particulière  de  l'éqiuition 

que  nous  appellerons  équation  de  Bessel  ('). 

195.  Théorème.  —  L'équation  de  Bessel  ne  cliange  pas  de 
forme  par  la  substitution 

seulement  n  change  de  signe  dans  l'équation. 
En  dérivant  cette  formule,  il  vient 

Jj_J_^_ji^    d-y  _    1    d^z        2n     dz       n(n  +  [)z 
dx~lc^dx~  x"+î    dx^-  "  X"  dx''       x"+i  dx  x"+'- 

et,   par  la  substitution   de  ces  valeurs,  l'équation  de  Bessel 

devient 

.«V  a  z        , ,  .  f/3  „ 

(3)  -^  +  (^-")^-^-0. 


(')  On  prend  souvont  aussi  comme  forme  canonique  de  l'équation  de 
Bessel  les  iWiuations  (11)  du  n"  200  ou  encore  d'autres  transtormées  que 
nous  ne  rencontrerons  [las  ici. 
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Remarques.  —  I.  Si  a;  est  négatif,   la  substitution  précé- 
dente peut  être  imaginaire,  mais  la  substitution 

z 

y  = 


(-  X)" 

sera  réelle  et  conduira  à  la  même  équation  (3),  car  la  nouvelle 
valeur  de  z  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  un  facteur 
constant.  Ou  peut  donc  toujours  éviter  l'introduction  des  ima- 
ginaires. 

11.  11  résulte  du  tliéorcme  i^récédent  que,  dans  l'étude  de 
l'équation  de  Bessel,  il  sera  toujours  permis  de  supposer  n  nul 
ou  positif,  car,  si  n  était  négatif,  on  le  rendrait  positif  par  la 
substitution  précédente. 

196.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  ;i  n'est  pas 
un  nombre  entier.  —  Dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  s'ex- 
prime par  les  fonctions  de  Bessel. 

En  clîct,  1,1  est  une  première  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (2)  ;  1_„  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (3), 
donc  l-„  :  x"  est  une  seconde  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (2)  et  elle  est  évidemment  indépendante  de  la  première, 
parce  qu'elle  renferme  des  puissances  fractionnaires.  L'inté- 
grale générale  de  l'écjuation  (2)  sera  doue 

(4)  y  =  CI,,  +  c,  i^- 

Si  .V  était  négatif  et  qu'on  voulût  éviter  l'introduction  des 
imagiimires,  on  remplacerait  au  besoin  le  dénominateur  x" 
par  ( —  xy\ 

Remarque.  —  Si  n  est  entier,  une  des  deux  séries  l,iOu  1_„ 
cesse  d'exister  car  tous  ses  coefficients  deviennent  infinis  à 
paitir  d'un  certain  rang.  Mais  il  y  a  toujours  une  des  deux 
séries  et,  par  conséquent,  une  des  deux  intégrales  particulières 
qui  subsiste.  Dans  ce  cas,  l'intégration  se  ramène  aux  quadra- 
tures par  les  théorèmes  généraux  (u°  165). 

Supposons  que  n  soit  positif  :  c'est  alors  l'intégrale  particu- 
lière l„qui  subsiste,  et  la  formule  d'intégration  sera  (n"  165) 

y  =  ci„  -f  c.i„  \J^, 
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Mais  celle  iiilt'";^ral('  ixmiI  ciuoic  s'cxpiiiiicr  par  des  séries 
potciitiellos,  inoiiKS  simples  loiitelois  (]ue  celles  de  Hessel.  Nous 
allons  les  faire  coiinaitro. 

197.  Nouvelles  séries  liées  à  celle  de  Bessel.  —  En  déri- 
vant I„  par  ra})pc)rl  à  u,  on  forme  une  nouvelle  série  poteii- 
lielle,  eonvei'genle  pour  tontes  les  valeurs  de  .v  et  à  coellicients 
rationnels.  Nous  la  désignerons  par  ï'„  et  l'on  aura,  Op  étant 
délini  par  la  formule  (1), 

(5)  I„  =  ï  a'i,xi',        a„  =  —  a,,  ï    ^• 

1  11+ 1    '- 

Gonsidéions,  d'autre  part,  la  série  potentielle,  dépentiant 
de  deux  i)aramètres  ;  et  n, 

X  X- 

cp(.v,;i,3)=l+  („^|)(j^i)+  (,n.l)(,i  +  2)(£  +  l)(£  +  2)^"' 

laquelle  se  réduit  à  I„  pour  s  =  0. 

Celle-ci  peut  être  dérivée  par  rajijjort  à  s  et  l'on  trouve,  pour 
s  =  0,  la  série  potentielle  à  coellicients  rationnels 

(6)  -i'  £  (.V,  7i,  0)  =  £  b.xi',  h,.  =  —  a,.  ï  -.-• 

Nous  allons  montrer  (pie,  (piand  ;i  est  entier,  l'intégration 
de  l'étiuation  de  Bessel  se  fait  au  moyen  des  séries  (1),  (5)  et  (B). 

198.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  est  nul.  — 
Dans  ce  cas,  les  deux  séries  l„  et  l  „  se  confondent.  Nous 
avons  toujours  une  intégrale  particulière  I,,.  11  s'agit  d'en 
obtenir  une  seconde. 

A  cet  elTet,  considérons  d'ahoi'd  l'écpiation  dans  la(iuelle  n  est 
une  quantité  positive  infiniment  petite  s.  Nous  avons  les  deux 
intégrales  distinctes  Te  et  !_;.  Mais  nous  pouvons  remplacer  la 
seconile  par  la  combinaison  linéaire 


1 


'.-% 
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Quand  £  tend  vers  0,  celle-ci  a  une  limite  Unie  Y,,,  ([ui  s'ob- 
tient par  la  règle  de  l'Hospital  : 

(7)       Y„  =  lim  Dj  [A-e  L  —  I_e]  =  I„  Log  .v  +  21,',. 

Cette  nouvelle  intégrale  Y^  s'exprime  donc  au  moyen  de  la 
fonction  de  Bessel  1„  cl  tle  la  sci-ie  (5)  1,',.  Klle  est  éviilemment 
distincte  de  I,,  puis(ju'elle  renferme  un  logarithme.  L'intégrale 
générale  sera 

r  =  ci„+c,Y„. 

Remarque.  —  On  a  admis,  dans  cette  démonstration,  que 
la  limite  d'une  intégrale  de  l'équation  de  Bessel  où  n  tend 
vers  0,  e.st  une  intégrale  de  cette  équation  jiour  n  =  0.  Ce  pos- 
tulat est  une  conséquence  des  propositions  énoncées  au  n°  133. 
Nous  ferons  usage,  dans  le  \\°  suivant,  d'un  jiostulat  analogue, 
fondé  sur  les  mêmes  i^ropositions. 

199.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  /)  est  entier 
et  <^  0.  —  Si  n  est  un  entier  dilîéreut  de  0,  on  peut  le  suppo- 
ser positif  (n"  195).  Dans  ce  cas,  la  série  I  „  cesse  d'exister, 
mais  l'ntégrale  particulière  I„  subsiste  toujours.  11  s'agit  d'en 
obteiur  une  seconde. 

Remplaçons  d'abord  n  par  ;i  — s  (s  étant  inliniment  petit). 
Les  n  premiers  termes  de  l^n+z  ne  renferment  pas  le  facteur  s 
au  dénominateur  et  sont,  par  conséquent,  linis  :  nous  désigne- 
rons leur  somme  par  N^.  Tous  les  termes  suivants,  au  con- 
traire, sont  infinis  et  ils  lenfcrment  un  facteur  commun  indé- 
pendant de  .V,  que  nous  désignerons  par  Ae  :  e,  en  posant 


n!(l-£)(2-£)...(n-l-£) 


Considérons   donc   le  produit  £lç_„  ;   il  peut,  eu  égard  à  la 
définition  (n"  197)  de  cp(.Y,  n  £),  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

(8)  £le_„  =  £Ne  +  .v"Ae  (p(.v,  h,  £). 
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Donc,  c  temhuil  vers  0,  on  a,  à  la  limite,  »  lemiaiil  alois 
vers  I„, 

(9)  |sI,_„]„=-v-"A.,..,         •V,^,^^=i^. 

Tant  que  s  n'est  pas  nul,  !„_£  et  elj-,,  :  .y""^  sont  deux  inté- 
grales indépendantes  de  réqualion  de  Bessel,  mais  elles 
cessent  d'être  distinctes  pour  e  =  0,  en  vertu  de  l'équation  (9). 
Pour  en  obtenir  une  nouvelle,  considérons  la  combinaison 
linéaire  (qui  est  aussi  une  intégrale) 


et  cherchons-en  la  limite  pour  s  =  0.  C'est  une  expression  de 
la  forme  0  :  0  ;  en  vertu  de  la  règle  de  l'IIospital,  sa  valeur 
pour  e  =  0  sera 

Mais,  pour  s  =  0.  il  vient,  par  la  formule  (8), 

Dj  (£l=_„)  =  N„  +  .v"A„-f  j(.v,  /),  0)  +  .v"A,',l„, 

de  sorte  que  la  limite  cherchée  a  pour  expression 

N" 

—  +  A„[-/j  (A-,  n,  (I)  +  1„  +  I„  Log.v]  +  A;,I„. 

Supprimant  le  dernier  terme  qui  n'est  pas  distinct  de  1„, 
nous  formons  notre  seconde  intégrale  particulière  Y„,  à  savoir 

(10)        Y„  =  ^,  +  Ao[-y.(.v-,  /(.  0)  +  l;,  +  1„  Log.vl. 

(^elle-ci  s'exprime  donc  au  moyen  des  ti-ois  séries  poten- 
tielles 1„,  IJ, et  'i'£  (.V,  n,  0);  la  i)remière  est  la  fonction  de  Bessel, 
et  les  deux  autres  sont  délinies  par  les  formules  (5)  et  (6).  Le 
coefficient  A„  est  une  constante  (9)  et  enfin,  par  définition  de 
Nj,  No  compreiul  les  n  iiremiers  ternies  de  !_„,  de  sorte  que 

N„_    1  c,  c„_,  _  (-1)'' 


X"       X"      .V"-'  X         ''     pl{n—[){n—2)-(n—p) 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  de  Bessel  sera  donc,  dans 
ce  cas-ci, 

y  =  CT„  -\-  C,Y„. 

200.  Transformées  de  l'équation  de  Bessel.  Équation  de 
Riccati.  —  Changeons  la  variable  indépendante  par  la  relation 
X  =  3 (t).  En  accentuant  les  dérivées  par  rapport  à  t,  on  a 


dy      y'         d^y 


dx       x'  dx°  x'^ 

l'équation  de  Bessel 

dx^  dx 

devient  ainsi,  après  multiplication  par  x' 

Voici  quelques  cas  particuliers  de  cette  transformation  géné- 
rale : 

1°  Quel  que  soit  le  signe  de  .v,  on  iieut  toujours  faire,  sans 

introduire  d'imaginaires,  une  des  deux  substitutions 

f"  j,   ,  ,  t  x        t  x"       1 

X  =  ±  --rt         d  ou  x'  =  ±  -— •  — ;  =  — ,  — -  =  — 

4  2  x'       2  x'         t 

L'équation  transformée  sera 

2;i  4   1 

2°  Plus  généralement,  faisons  la  substitution 

.V  =  at  ^  d'où  X'  =  a,3t^-',  ^  =  tzl. 

x'  t 

L'équation  transformée  sera 

fy"  +  ([in  —  1)  ty'  —  ap^fl'V  =  0. 
On  peut  disj^oser  des  trois  constantes  a,  [i  et  n  de  manière  à 
identifier  cette  équation  avec  toute  équation  de  la  forme 

t^y"  +  aty'  +  hl"\y  =  0, 

pourvu  toutefois  que  h  et  m  soient  dilTércnts  de  0,  car  la  sub- 
stitution suppose  a  et  p  différents  de  0.  Mais,  si  m  =  0  ou  si 
h  =  0,  cette  dernière  équation  est  une  équation  d'Euler  (n'193). 
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Les  ô([ti;ili()ii.s  (lo  celle  (leriiièré  forme  sont  fié(|iieiiles  dans 
les  applicalious.  Elles  s'iiitéyi'croiit  donc  par  les  l'ormules  des 
n"'  précédents,  en  remplaçant  .v  par  une  expression  conve- 
nable de  la  forme  ati-'. 

;}"  La  transformée  d'Euler  de  l'é<iiiation  (particulière)  de 
liiccati  (n"  1-15)  s'obient  comme  cas  ])articiilier  de  la  tiansfor- 
mation  précédente. 

Si  l'on  fail  ;i  =  l  : 'fi  cl  (lu'oii  clianye  a  en  y.  :  'fi''-,  on  \<)it  (pie 
ré(£iiation  de  Bessel  se  ramène  à 

Q 

2  „  afi^ 


f-y"  =  af'"'y  =  0,  par  la  substitution 


X  = 


.r- 


af"'+' 


Faisons  'fi  =  m  +  2.   ()n   voil   (|ue  \\'([U(iiinn  de  liesse!  où 

71= j,   se   ramène  à    Véniialioii    traiislarinée    de    liieeati 

m  +  2  ^  ' 

(n"  M5)  : 

(12)     y"  —  y.V'\Y  --^  0,  par  la  substitution  x  = 

D'où,  les  conclusions  suivantes  : 

.Si  m  +  2  n'est  pas  l'inverse  d'un  entier,  l'équation  (12)  s'in- 
tègre par  les  transcendantes  1„  et  l_„en  faisant  ;i  =  1  :  (hi  +  2) 
et  en  remplaçant  x  par  la  fonclion  de  t  qui  précède. 

Si  /)i  -f  2  est  l'inverse  d'un  nombre  entier,  l'infégralion 
exigera  l'intervention  des  séries  plus  compliquées  du  n"  197. 

Si  7Ji  +  2  =  0,  l'équation  (12)  se  réduit  à  une  équation 
d'Euler  (n"  193)  et  s'intègre  sans  difficulté. 

On  verra,  au  n"  suivant,  (pic,  quand  m  :  (m  +  2)  est  un  nom- 
bre pair,  l'équation  (12)  s'intègre  sous  forme  finie 

201.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  sous  forme  finie.  — 
L'éqnalion  de  Bessel  s'intèii're  sons  forme  finie  si  n  +  ~  est 
nn  nomlire  entier  (posilif,  nid  on  négatif). 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  n  positif  {n"  19.")).  Si  n  +  -^est 
entier,  c'est  un  entier  jnisitif  p.  .\lors,  par  l'une  des  substitu- 
lions  .V  =  zb  —,  ré(pial  ion  de  Bessel  se  ramène  a  ruiie  des  deux 
équations  (11) 

(1.3)  y"  V^-y'±y  =  Q. 
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Il  f:iiil  donc  montrer  que  cette  éiinalion  s'intègre  sons  forme 
finie  iinaïul  p  est  nn  entier  positif. 

A  rel  cITfl,  oIiscin ons  ([uv,  t  élaiil  liaité  comme  un  para- 
UK'tiX',  1111  a,  par  une  inlcfiialion  |)ai'  [larlies, 

\e"'{n'  i  J)''-'  udn  =  ~  (u'  i  l)i- —  ~\e"<(n''  ^t  [)i'dn. 

Nous  allons  tirer  de  cette  relation  la  .solution  de  l'éijnation 
de  Bessel,  eu  transfoi-nmnt  les  deux  intéf;rales  indéfinies  qui 
y  figurent  i)ar  la  formule  symbolique  du  premier  volume 
(il'  IH.H),  (jiic  voici 

e'"E((i)d(j  =  E(D,)^  +  C, 

cl  dans  laquelle  E{)()  est  un  polyiuime  (*).  Cette  formule  s'ap- 
pli(pie  aux  deux  intéf^rales  susdites  si  p  est  entier  positif,  car 
n{n'-  riz  1)'''  et  (/{■  _h  l)''sont  des  polynômes.  Désignant  par  D 
les  dérivées  par  rapport  à  t,  il  vient  ainsi,  à  une  constante  près 
])ar  rapport  à  (/, 

plu  plu  i  plu 

D(D'  ±  1)"-'  --  =  —  (h-  ±  i)P  —  ^(D-^  ±  1)"-;- 
t        2/)  2p  t 

Mais  cette  constante  est  nulle,  car,  si  l'on  sujjpose  t  positif, 
les  deux  membres  de  cette  relation  s'annulent  pour  n  =^  —  oo . 
Donc  cette  relation  est  une  identité.  Elle  subsiste  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  ou  inuit^inaires  de  t  et  de  »,  car  les  dérivées 
des  exj)oneiiliclles  se  calculent  toujours  par  les  mêmes  régies. 

Multiplions  ridcnlité  précédente  i)ar  2/)  :  t  et  posons,  dans 
les  deux  membres, 

(11)  y  =  (ir-  +  i)/'-iÇ; 

elle  prend  la  forme 


2/)  e'" 

(D'-±1)j  +  -[Dj=~(«^^^:1V'. 

Le  premier  membre  est  jirécisément  celui  de  l'équation  (13). 
Donc,  comme  /)  est  >  0,  il  sutlit  de  choisir  ij  de  manière  à 


(*)  J'ai  nxposr  rcWv  iiii-lliodo  do  calcul  dans  les  .Viinii/cs  i/c  la  Société 
Scieiitifuinc  ilf  /</'n.\('//c.s,  1!)05. 

Vol.  11.  15 
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annuler  ii^  i  1  pour  oblc-nir  par  la  forniiik'  (11)  une  solution 
de  l'équation  (13).  Examinons  ces  solutions  poui'  thacune  des 
déterminations  du  signe  ambigu. 

Premier  cas  :  L'équalion  est  de  la  forme 

(Py      2p  dy  _ 

cW         t    dt       ■* 

11  faut  alors  annuler  n°  —  1,  ce  (pii  donne  pour  n  deux 
valeurs  +  1  et —  1,  auxquelles  correspondent  deux  solutions 
indépendantes  : 

ou,  en  faisant  usage  de  la  formule  (10)  du  n"  l'Jl 

e'(D  +  2)f-'  D''-'  j,        c'-'(r)  —  2)''-'  Dp-'  1 

Supprimant  un  facteur  constant  dans  chacune  de  ces  expres- 
sions, on  obtient  les  deux  intégrales  particulières  pratiques  : 

,/,        1)\'-'   1  ,/,        D\"-'  1 

qui  s'explicitent   entièrement  avec   la    plus   grande   facilité. 
L'intégrale  générale  sera  y  =  Cy,  +  C,j'j. 
Deuxième  cas  :  L'équation  est  de  la  forme 

d-'y       'Ip  dy    . 

Il  faut  alors  annuler  it^  +  1.  Faisant  a  =  i,  on  oblient  la 
solution  complexe 

y  =  (i>M-i)"-'^, 

qui  se  décompose  elle-même  eu  deux  sol  niions  léellesdi.slinctes  : 

•    r.- (13^  +  1)'-^,     r.- (1)^+1)'- 4^. 

pouvant  servir  à  former  l'intégrale  générale. 

Mais,  si  l'on  veut  effectuer  tous  les  calculs,  il  sera  plus 
simple  de  procéder  comme  dans  le  premier  cas.  Mettant  l'inté- 
grale complexe  sous  la  forme 

y  =  e"(l)  +  2/)''-' 1  )/'-'  — 
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et  supprimant  un  facteur  constant,  on  a  nue  nouvelle  intégrale 
complexe 

D\/'-'  1 


•>'="'V+2//        V 

Cclie-ci  s'exprime  immédiatement  sons  forme  explicite  et  l'on 
obtient  deux  intégrales  réelles  indépendantes  en  séjjarant  le 
réel  et  l'imaginaire.  Nous  ne  les  écrirons  pas.  Si  l'on  ne  se 
préoccupait  pas  d'obtenir  une  intégrale  de  forme  réelle,  on 
olitiendrait  immcdiatemeut  une  seconde  intégrale  complexe, 
indépendante  de  la  précédente,  en  remplaçant  dans  celle-ci 
i  par  —  i. 

Cas  d'intégrabilité  de  l'équation  de  Riccati. — L'équation 
y"  —  ai"' y  =  0  se  ramène  (n"  200)  à  celle  de  Bessel  oii  l'on  fait 

n  =  1  :  (m  -\-  2).  Four  tjue  "  +  ^  soit  entier,  il  faut  ainsi  que 

j^^-^-^  +  -  soit  entier  ^ou  ^^^-^-^  pan 

Donc,  pour  que  cette  équation,  qui  est  la  transformée  d'Euler 
de  réfjuation  de  Riccati,  ]>uisse  se  ramener  aux  équations  que 
nous  venons  d'intégrer,  il  faut  (pie  //(  :  (m  f  2)  soit  un  nombre 
pair.  Telle  est  aussi  la  condition  d'intégrabilité  sous  forme  finie 
de  l'équation  particulière  de  Riccati  non  transformée  (n"  145), 

y'  +  ay-  =  hx'". 

§  9.  Intégration  ou  réduction  d'équations  différentielles 
par  des  procédés  particuliers 

202.  Équations  où  manque  y.  —  Quand  la  fonction  incon- 
nue y  manque  dans    une  équation,    on    (iJxiisse  d'une   unité 

(Iy 
l'ordre  de  cette  éi[uatiou  en  posant  p  =  —^  et  en  prenant  p 

comme  nouvelle  inconnue. 
En  effet,  l'équation  proposée 

^'  'r'dx'dx^'"-  dx"     " 
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se  ranKMii'  ainsi  à  la  .siiixanlc 

/•(-.,..:[!;,...  ;;;>)=o. 

Ou  iiili'^^Ti'  ri'qual  ion  (12),  fv  (jui  idndnil  à  une  icialion 

(;i)  i'(/..  A)  -  (). 

Le  calcul  jiciit  alors  s'achever  de  diverses  inanièiHîS  : 

1°  On  résout  l'équalion   ÇA)  ])ar  rapport   à   /»,   ce  (|iii   donne 

p  =  'i(x)  et  rinléjj;'ai(>  f^cMn-rale  y  de  l'écinalion  (1)   s'en   dt'dnil 

par  une  quadrature  : 


y  -=  \ihI.\  -  yi{x)(l.\. 


2"  S'il  est  plus  facile  de  résoudre  l'i^pialion  (I!)  par  rapjiori 
à  .V,  on  en  tire  x  =■  ']>(/)).  Alors  on  cherche  aussi  la  valeur  de  y 
en  fonclion  de  /)  et  il  vient,  par  une  ipiadralnre, 

y  ==  ij/)f7.v  =  \\y\'{v)dv  =  /.'}(/))  -\'L( /-)'//'. 

3"  On  exprime  p  et  .v  en  fondions  :  p  =  ■:.{[)  et  .v  -=  '\{l)  d'un 
paramètre  i.  On  obtient  aussi  y  en  fonction  de  l  par  une  qua- 
drature 


y  =  fp,/.V   =^ç(t)f  (<)'/<• 


llans  ces  deux  derniers  cas,  on  connaît  .v  et  y  en  fonction 
d'un  |)aramètre /)  ou  i  :  c'est  une  rcpi-cst'iiUition  ]niv(iiniHriii\u- 
de  l'intéfifrale.  11  snlliiail  d'tliniincr  /)  on  /  puni'  icvcnii'  au 
nuxle  de  représenlalion  liahilnel. 

Exemple.  —  L'équation  ((u'i   \  et    \,    d(''[)t'iHleul    de  A"   seul) 


ilx-  (IX  \(lxl 


se  ramèni!  à  une  é(juali(ui  de  Hernoulli  (n    IM) 

l)onc/»,  puis  i'  s'ohtienncnl    par  des  (piadiaduics  en   fonc- 
tion <le  X. 
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/■  .V,  n, 


Plus  gôiiôralcim'iil,  si  y  et  ses  k  —  1  premières  dérivées 
manquent  dans  }\''<jn<tti(in,  l'ordre  s'alidissera  de  k  unités  en 

d^Y 
posant  -—V  =  "  <'l  LMi  i)ri'iianl  ii  comnio  noiivflk'  inconnue. 
dx'^ 

En  cITi'l,  l"('M|uali(>ii  d'onlrc  /(  sei'a  l'aïuenée  à  celle  d'ordre 
n  —  k 

du        d"''-'ii\  _ 

L'inlcj^ralc  de  celle-ci  sera  de  la  forme 
(4)  F(//,  .V)  =  0. 

Comme  ci-dessus,  le  calcul  pcul  s'aciiever  de  plusieurs 
manières  : 

1°  On  résout  l'é(|uation  (4)  par  rapport  à  n,  ce  rpii  donne 
u  =  '^(.v)  et  l'inlé^iale  générale  y  s'en  déduit  par  k  quadra- 
tures : 


(5) 


y 


-\\...\ri^)'l^ 


2"  On  résout  l'équation  (I)  par  rapport  à  x,  d'où  .v  =  '\i(u)  et 
l'on  olitiont  y  en  fonction  de  u  par  A:  cpiadratures  : 


(<i) 


y 


\\-\ 


udx"  - 


,1  ' 


(/;)(/(( 


le  facteur  'l'{u)du  s'iniroduisant  »;((• /'o/.s  à  cliacpu' intégration. 

On  a  ainsi  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

3"  On  exprime  u  et  .v  en  fonction  d'un  paramètre  /,  en  sorte 
cjue  u  =--  -i(0.  v  =  '!'(/).  On  ohlieut  y  en  fonction  de  t  \mv  k 
c[uadratures  : 

y-\\  •■•  \r(l)   ViDdl^' 

Les  quadratures  consécutives  de  la  formule  (5)  peuvent  se 
ramener  à  une  seule  intégratitui  par  la  formule  (."))  du  n"  189. 
La  formule  (b)  ci-dessus  sei-a  remi)Iacée  par 


y  =  P,._,  + 


'f(t}dt, 


I,  (/c-1)! 
où  P^—i  est  un  polynôme  en  .v  arbitraire  de  degré  <^  k. 
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Exemples.    —    Les   éqiialions   siiivaiitos    s'iulcgrenl    sous 
forme  finie  : 


(l—x')y"—xy'  =  2,  If  y''  4  xy'y"  =  ay"y  1  +  y'\ 

On  pose  y' ==  p.  La  preniièi'e  équation  est  linéaire  en  /)  ; 
la  seconde  devient  dilTérenti(;IIe  exacte  (n"  1  Hi)  en  la  divisanl 
par  l  1  i-p\ 

203.  Cas  particulier.  Equations  qui  ne  contiennent  que 
deux  dérivées  consécutives.  —  Elles  s'intègrent  pur  des 
(jnad  ratures. 

En  eflet,  elles  sont  de  la  forme 


d^  ^     /t/"-i.r 


donc,  par  la  substitulion  -, —.  =  u,  elles  se  ramènent  à  une 

équation  du  premier  ordre  et  à  variables  séparées 

^-/•('o,   d'où   .V  ^  u;"  -  ^ -H"). 

dx  J  /(») 

La  valeur  de  y  s'en  déduit  par  n  —  1  quailratures  par  l'uiu' 
des  deux  méthodes  1"  ou  2"  du  n"  précédent.  La  méthode  2°  se 
présente  la  première,  puisque  l'on  connaît  déjà  la  relation 
x  =  <\'{n),  et  la  valeur  de  y  eu  fonction  de  u  est  immédiatement 
donnée  par  la  formule  (6).  Pour  employer  la  mélliode  1",  il 
faut  commencer  par  tirer  n  ^  (f{x)  de  la  relation  .v  =  <}<(«)  et 
alors  y  est  donné  en  fonction  de  .v  par  la  formule  (."J). 

Exemples.  —  Voici  ([uehpu's  étpiations  pour  les(|uelies  les 
quadratures  se  font  aisément  sous  foi'uie  finie  : 

av"  =  {l-l  y'-^i;,    ay"  =  \'i  +  y'\    y'^  =  yF\    ay" --=  y'{l  + y'). 

Les  deux  équations  de  f^'-aiictie  sont  celles  d'un  cercle  et 
d'une  chaînette. 

204.  Equations  où  manque  .v.  —  Quand  la  variable  indépen- 
tiante  .v  maïupie,  l'équation  est  de  la  forme 
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Son  ordre  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

En  effet,  co  cas  se  ramène  à  celui  où  c'est  la  fonction  qui 
manque  (n°  202)  en  considérant  x  comme  fonction  de  y.  Mais 
il  faut,  pour  cela,  remplacer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x 
par  leurs  expressions  au  moyen  des  dérivées  de  x  par  rapport 
à  y.  Celles-ci  étant  désignées  par  des  accents,  les  formules  (2) 
du  n°  129  du  1"  volume  donnent,  comme  cas  particulier,  en  y 
faisanty'=l,r"=,v"'  =  0, 

rfy    _  j_        ^r  ^  _  ■^""         <l'y  _  Sa:""  —  x'x'" 
dx~  x''       dx^-  x'^'       dx~^  x^'  '■■■ 

On  substituera  ces  valeurs  dans  l'écpiation  proposée  et 
l'ordre  s'abaissera  d'une  unité  en  prenant  x'  pour  inconnue. 

Mais,  en  pratitpie,  on  ne  fait  guère  celte  transformation.  On 

dy 
prend    iilutôt    ;)  =  -r^    comme    nouvelle    inconnue    et    on    la 
dx 

considère  comme  fonction  de  _>■.  On  obtient  une  équation 
d'ordre  moins  élevé  d'une  unité  entre  y  et  p,  car  les  dérivées 
de  y  par  rapport  à  x  s'expriment  au  moyen  des  dérivées, 
d'ordre  moindre  d'une  unité,  de  /)  par  rapport  à  y\  Les  for- 
mules de  transformation  sont 

dy  ^  (jy  ^      dp        cPy  ^      ^/    dp\ 

dx       ^''       dx'       ^'  df       dx'       ^'  dyV'dy)'"- 

Donc  l'équation  proposée,  qui  est  d'ordre  n,  se  ramènera 
à  une  équation  d'ordre  n  —  1  entre  y  et  p.  Soit 

cette  équation.  Supposons  qu'on  sache  l'intégrer,  son  inté- 
grale sera 

(9)  F(y,7))  =  0. 

Le  calcul  peut  alors  s'achever  de  diverses  manières  : 
1"  On  résout  l'équation  (9)  par  rapport  à  p,  d'où  p  =  !p(y)  et 
la  valeur  de  .v  s'obtient  par  une  quadrature  : 

"      J  P      ]'f{y)' 

C'est  l'intégrale  générale  de  l'écpiation  proposée. 
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2"  S'il  c'sl  |)liis  fai-ilt'  de  rt'soiulrc  r<''<|ii;ili()ii  (il)  par  rappurl 
à  y,  ou  on  lire  y  = '!/(/)),  (Misiiilr  .v  s'ol)li('iil  aussi  eu  Iductiou 
(le  /)  par  une  (piadraluri;  : 

Donc  .V  cl  y  soûl  cv})riincs  en  loiulion  de  /)  :  c'csl  une 
rc[n-ésciit(ilit>n  p<tv(inn''tvuinc  i\o  rinh'i^iale. 

3"  On  ex|)iiin(' /)  cl  \' eu  Iductidii  d'un  [)aianicl  ic  /  par  les 
loi-inules  /)  =  ■:.{t),  y=  'l(t).  On  en  lire 

dy      [  |'(0</< 


■       .1  /'       J     r(0 


ec  qui  fournil  une  représentation  parann''lri(|uc  de  riid(''fj;Tale. 
Soil,  |)ai' exiMuple,  l'équation  inqiurlaule 

d'y 


(10) 


dx°- 


/■(v). 


Il  vient,  par  la  li-aiislorniation  précédente, 


2W(v)</.v 


dv 


C'est   l'intégrale   H'énéiale   de   ré(iualiou    (10),    tpii   di'qxMid, 
comme  on  le  voil,  de  ileux  quailratures. 
Exi'juph's.  —  Ijcs  deux  équations  : 

y"  +  \y'"-  =  \y',         y"  +  \y=  =  Y„ 

dans  lcs(jucllcs  ^'  cl   Y|  d(''pcudcul  de  y  seul,  se  laincncnl   l'cs- 
pcclivcnicnl  à  une  ('qualinu   lincaii'c  en  /i,  ou    linéaire   eu    /)-  : 


dp 
dv 


f  Y/i  =  Y„ 


d.p- 

~dy 


+  2Y/r  =  2Y,. 


Donc/),  puis  v  s'ohlicuiH^nt  par  des  (|uadralures  (>u  l'ouc- 
tiou  de  .\'. 

Pour  les  deux  (''(|ualions  siiivaulcs  du  dernier  lype,  ces 
(|uadial  11  res  se  loid  s(mis  l'orme  lluie  : 

2(2a  —  y)  y"  =-■  1  +  y", 

yy"  —  y"-  =  y"  Log  y. 
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La  proinière  se  raiiK'-iic  à  iiiic  (■(|iiali<)ii  à  vaiiahlcs  s(''i)arées 


'^l'dp  ^       dy 

I  -4^  p-       2a  —  v' 

Mais  il  t'sL  phi.s  ^sillll)k■  il'iiili'yivi'  la  sccuiide  en  la  luollaiil 
sous  la  forme  (1T-—  I)  Log  y  -=  0,  d'où  Log  y  =  Cc^"  +  C,^--^". 

205.  Equations  qui  ne  contiennent  que  deux  dérivées  dont 
les  ordres  diffèrent  de  deux  unités.  —  Elles  .s'iiitègrcul  par 
(les  (iiKidi-dltircs.  (l'i-sl  un  nouveau  cas  parliciilior  de  la 
mt'Iluxk'  du  n"  202.  L'éciuatiuu 

d'y  _  Jd-'y 


dx"       '  \dx"-' 
(l"-°y 


se  i-anu'MU',  en  posaul ;  =  »,  à  ce 

(/.v" — 


lie 


d-n 
dx- 


intégrée  au  n'  i)r(''céd('nl,  el  qui  a  pour  intégrale 


y2(/'(»)(/(/  '(/((  =-  'H")- 


On  en  déduil  la  valcni'  di-  y  par  n  —  2  nouvelles  ([uadralures 
en  employant  l'une  des  deux;  métliodes  1  "  ou  2"  du  u"  202.  Ou 
a  immédialemenl  y  en  foiution  tle  /(  ])af  la  formule  ((>) 
(métliode  2"),  pour  obtenir  y  en  foncliou  de  .v  par  la  for- 
mule (5)  (méthode  1  "),  il  faudra  préalablement  tirer  (i  =  f(x) 
de  ré(|ualion  .v  =  '^(u)  ci-dessus. 

206.  Equations  différentielles  exactes.  —  Considérons 
l'équation 

/•(.v,  v-,y,...r)  =  o. 

.Si  l'on  reeoniuul  dans  son  premiei' m<'inl)it'  la  dérivée  exacte 
d'une  fonction  F(.v,  y,  y',...  J""')  qnel  que  soit  y,  on  dit  que 
ré(inaliou  est  dij)'crcntielle  exacte  et  on  peut  en  écrire  immé- 
diatement une  inlégrale  |)remière 

F(.v,y,j-',---r-')  =  C. 
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Ou  Irouvora  ci-tlossous  la  l'èglo  à  suivre  pour  i-ecoiinaître  si 
rôquation  csl  (lilTcTcnticlle  exacte  et  poui'  oljleuir  la  fonction  F 
(|iian(l  elle  existe,  mais  cette  règle  est  d'une  apijlication  assez 
limitée  en  pratique. 

Dans  certains  cas  simples, on  peut  rendre  l'écpialion  dilTércn- 
ticîUc  exacte  en  la  multi[)liant  pai'  un  facleui'  facile  à  apercevoir 
et  l'on  peut  abaisser  l'ordre  de  l'éiiuation  d'une  unité.  Il  n'y  a 
pas  de  règle  générale  à  donner,  car  cette  méthode  dépond  de 
la  perspicacité  de  l'opérateur,  mais  en  voici  un  exemple  : 

Considérons  l'équation,  résolue  (autrement)  par  Liouville, 

y"  +  Xy'  =  Yy'S 

dans  laquelle  X  dépend  de  .v  seul  et  Y  de  y  seul.  En  la  divi- 
sant par  .v',  tous  ses  termes  devii'unent  ili's  d('Mi\ées  exactes; 
on  a 

r" 

^  =  Vv'  -  X. 

y 

On  on  tire,  par  une  intégration, 

f  r  |y(/v  — Udx 

Log  y  =  \\dy  —  \X</.v,       d  ou       y  =  eJ         J 
Les  variables  se  séparent  et  l'on  trouve  l'intégrale  générale 

-i'vrfy  [      -ù,;.v 

e   >      (ly  =  \c   ■'      dx. 
Il  est  à  observer  que  l'équation 

y"  +  Pr'  =  Ur'= 

s'intègre  par c(uadratures dans  les  trois  cassuivants:  l°siPet  Q 
dépendent  de  x  seul  (n"  202)  ;  2"  si  P  et  Q  dépentlent  de  y  seul 
(n°  204)  ;  3°  si  P  dépend  de  a:  seul  et  Q  de  y  seul  (on  vient  de 
le  montrer). 

RÈGLE  GÉNÉRALE  POUR  l'iNTÉGRATION  DES  DÉRIVÉES  EXACTES. 

—  Soit  f{x,  y,  y',...  y")  une  fonction  donnée.  Pour  qu'elle  soit 
la  dérivée  exacte  d'une  fonction  F(x,y,y',.-.y"~'),il  faut  qu'on 
ait  l'identité 

,       3F       3F    ,  3F 

/•(.v,  y,  y',...  r)  =  ^-_^,  +  j^.y'  +  ...  +  j-^r. 
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On  (Ml  conclut  la  i-ô^le  snivanle  pour  reconnaître  si  F  existe 
et  (léleriuiner  eu  même  temi)s  celte  fonction  : 

Il  faut  d'abord  que  la  plus  haute  dérivée  y"  n'entre  dans  f 
qu'au  premier  degré.  On  intègre  alors  le  coefiicient  de  y"  par- 
tiellement par  rapi)ort  à  y""',  c'est-à-dire  comme  si  y"-'  était 

seule  variable.  Soil  »,  l'intégrale  obtenue;  /' ne  con- 
tiendra plus  de  terme  en  y",  de  sorte  que  la  plus  haute  dérivée 
sera  y"~P  (p  ^  1).  (iette  différence  devant  être  une  dérivée 
exacte  on  mémo  temps  que  f,  il  faut  que  y"~''  n'y  entre  qu'au 
l)renuer  degré.  On  intégrera  alors  le  coefficient  de  y"~P  partiel- 
lement par  rapport  à  J"~''~',  ce  qui  donnera  une  intégrale  Uj, 

.,         -       du        du.,  .      ,  . 

Alors/ — j—    ne    contiendra    plus    (pie    des    termes 

d'ordre  <^  ;i  — p  et  devra  être  une  différentielle  exacte  si  f  en 
est  une.  En  continuant  ainsi  et  si  la  fonction  donnée  fest  une 
dérivée  exacte,  ou  ])arviendra,  en  dernier  lieu,  à  un  reste 

/_  — !i  _  ^lib.  _        _  ^ll'j^  =  X 
dx        dx        '"        dx       ^  ' 

ne  contenant  jiliis  de  dérivée  de  y.  Pour  (|ue  celui-ci  soit  une 
dérivée  exacte,  il  faut  cju'il  ne  contienne  plus  (pie  x.  Si  cette 
condition  a  lieu,  on  aura 


F  =  »,  +  II.,  +  ...  + 


»;,.   4-iXf/.V. 


Si  cette  condition  n'avait  pas  lieu,  ou  si,  dans  le  cours  du 
calcul,  ou  rencontrerait  un  reste  dans  lequel  la  plus  haute 
dérivée  entrât  à  un  degré  supérieur  au  premier,  la  méthode 
cesserait  d'être  applicable  et  la  fonclion  proposée  ne  serait 
])as  une  dérivée  exacte. 

Soit,  par  exemiile,  la  fonction  donnée 

/•=  y  +  3xr'  +  2yr'^  +  (x'  +  2y\y')y". 
On  aura  successivement 

II,  =  x'y'  +  y  V%         /■_  ^  =  y  +  xy', 

du,       dii^       _ 

«2  =  xy,         t -J  —  — -?  =  X  =  0. 

^         ^  '        dx        dx 

Par  conséquent,  F  =  x'^y'  +  y'^y''^  +  xy  +  C. 
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207.  Equations  homogènes. —  Il  >•  en  a  de  (li\<'rses  espèces. 
Mais  les  divers  cas  (jne  nous  alkms  éludier  ne  s'exclueul  pas 
iiécessaii'cnicul  l'un  l'autre. 

Premier  cas  :  L'c<jiiati(>n  csl  luniKiiiVue  pnv  rapitovl  à  y  et 
à  ses  (lérh'ées  .s//cf'C.s.s/ee.s  (on  pur  rtipporl  à  y,  dy,  iPy,...), 
c'est-à-dire  (|uc  r(''i|iialii)n  se  reprodiiil  multipliée  par  une 
puissance  de  X  quand  ou  y  l'cmplace  y  \y,\v  '/y  sans  toucher 
à  -V,  A  désignant  une  constante.  L'ordre  ile  een  éiiiuitiiins  peut 
être  abaissé  d'une  unité. 

En  effet,  faistins  la  snhstilutiou 

y  =  e',     d'où     y'  =  c'z.',         y"  =  e^z"  +  z'-),... 

Si  nous  portons  ces  valeurs  dans  l'équation,  e~  vient  en 
facteur  commun  à  une  certaine  puissance  par  suite  de  l'homo- 
généité. Après  la  sup})ressiou  de  ce  facteur  commun,  la  fonc- 
tion inconnue  ;  aura  disparu  de  l'équation,  doiu-  l'ordre  de 
l'équation  s'abaissera  d'une  unité  en  prenant  ;'  comme 
inconnue  (u"  202). 

Re.marole.  —  Ce  procédé  s'ajipliquo  à  l'équation  linéaire 
sans  second  membre,  nuiis  généralement  sans  avantage,  parce 
(pi'il  eidève  le  caractère  linéaire.  Ainsi,  par  lette  substitution, 
l'équation  du  deuxième  ordre 

y"  +  IV  +  Qy  =  0 

se  ramène  à  ['('((ualion  de  Hiccali,  du  ])rçmier  oidre  en  z', 

—  +  (:•'■-  +  Pc'  +  Q)  =  0, 

f(.V 

ce  (pie  nous  avons  déjà  remarqué  (n"  11.")). 

Exemples.  —  On  peut  appliquer  cette  méthotlc  aux  éipui- 
I  ions 

(lyy"  +  J>y'"-  =  xx'  (c"-  +  x")~'^ 

>-'.vy"  —  .xy'-  =  y  y'  +  h.Ky'-{a-  —  .v-'-)~T. 

Les  équations  eu  c-' sont  des  (''(pialious  de  Beruoulli  et  les 
intégrales  s'obtiennent  sous  forme  Unie.  Toutefois  on  intègre 
plus  facilement  la  ])remière  é(puiti()u  eu  remanpiant  que  tous 
ses  termes  deviennent  <les  dérivées  exactes  quand  on  la  divi.se 
l)ar  y  y'  (n"  2()()). 
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Deuxième  cas  :  L'équalion  csi  homogène  par  lappoj-t  à  x 
et  dx,  c'csl-à-dire  se  reproduit  nmltipllôe  par  une  ])uissance 
de  "a  quand  on  remplace  .v  par  A.v  sans  toucher  à  y.  L'ordre 
peut  être  ahaiasé  d'une  unité. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  considérant  \-  comme  la 
variable  indépendante,  et  .v  comme  la  fonction  inconnue.  Il 
faudra  donc  remplacer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  par 
leurs  expressions  au  moyen  des  dérivées  de  .v  par  rapport  à  y 
(n"  204).  Portant  ces  valeuis  ilans  récpuition,  on  sera  ramené 
au  cas  précédent. 

En  pratique,  il  est  souvent  préférable  d'opérer  autrement. 
On  change  de  variable  indépendante  par  la  substitution  .v  =  c'. 
Si  l'on  désigne  par  D  les  dérivées  relatives  à  t,  on  a,  de  proche 
en  proche,  par  la  formule  r)t'-"-^"3  =  c"^{D  —  «);-, 

^  =  e-'Uy,  ^^  =  e-'D(e-'Dj)  -  c-'^'D(D  —  1)^-,... 

et,  en  général, 

^  =  e~"' ]){[)—  [)  ...  (D  — ;i  +  1)  V. 
dx" 

d"  Y 
Ainsi  l'exposant  de  e'  dans  l'expression  de  y^   est  préci- 
sément égal  au  degré   d'homogénéité  —  /!  de   cette   dérivée. 

dy 
Donc,  si  l'on  porte  ces  valeurs  de  .v,  -y—,...  dans  l'étiuation, 

dx 

e'  vient  en  facteur  commun  à  une  puissance  marquée  i)ar  le 
degré  d'Iiomogénéité.  Après  la  supjiression  de  ce  facteur  com- 
mun, la  variable  indépendante  t  aura  disparu.  Donc  l'ordre 
de  l'équation  peut  être  abaissé  d'une  unité  (n°  204). 

Il  est  à  remarquer  que,  pratiquement,  quand  on  substitue 

j         I''        *•  •     I  1  1     ''y  f'°.^'        ■    .- 

dans  1  cffuatmn  iiroposce  les  valeurs  de  —    ,  ^r^,...  indiquées 

dx  dx^ 
ci-dessus,    on   néglige  tout  de  suite   les   exponenlielles   e   ', 
e,--',...  qui  disparaissent  du   résultat  et  l'on  remplace  sim- 
plement x  par  I . 

Exemple.  —  Soit  l'équation  (homogène  de  degré  0) 


d.x^ 


mx-[-    +ny 
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Par  la  substiliilion  x  =  e',  on  a 

1 
D(l)  —  l)y  -=  (m\)y'  +  ny'')^. 

Prenons  Dy  =  /)  pour  inconnue  ;  nous  avons  !)'->'  =  /)-;—, 

,,    ,  (In  ,       „  „.— 

(I  on  ])  -i /)  =  (mir  +  ny)  2 . 

(ly 

(i'est  une  équation  homogène  tlu  P'  ordre.  L'intégration 
s'acliève  par  des  quadratures. 

Troisième  cas  :  L'équalion  est  honwiiî'uc  luir  raiipurt  à  x, 
y  et  leurs  dilJ'érentielles  dx,  dy,  d''y,...,  c'est-à-dire  qu'elle  se 
reproduit  multipliée  j)ar  une  puissance  de  ).  (luand  on  rem- 
place à  la  fois  .V  par  Kx  et  y  par  \v,  a  désignant  une  constante. 
L'ordre  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  pai'  la  suhslilulion  y  =  ux  en 
considérant  11  comme  nouvelle  inconnue.  En  eflet,  si  Ton 
change  .v  en  '/.x  sans  toucher  à  »,  cela  revient  à  changer  x 
en  A.v  et  y  en  )._\-  et  l'écjuation  entre  a  et  .v  se  reiirotluira  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  \  ;  donc  elle  sera  homogène  par 
rapport  à  x  et  à  dx. 

Pratiquement,  on  oiière  directt-menl  eoniine  il  suit  :  on 
change  tout  de  suite  de  fonction  et  de  variable  jiar  les  for- 
mules 

t  désignant  la  nouvelle  varial)le  indéperulante,  on  a  alors,  eu 
égard  à  la  foiinule  du  n"  précédent,  puis  pai'  la  foinuile  (10) 
du  11°  li)l, 

'-P^  -  e— "D(D—  1)  ...  (I>  — 71  +  I)  .  e'u 

=  (.-("-i)'(l)  +  1)1)  ...  (1)_  n  +  2)((. 

dy 

l'ortant  ces  valeuis  tle  .v,  y,  .-,■■■  dans  rc'(iuali(iM  propo- 
sée, on  obtient  une  é(iuation  entre  u  et  l  où  manque  la  variable 
indépendanle  t.  Donc  l'ordre  de  cette  é(iuation  peut  s'abai.sser 
d'une  unité. 

Les  équations  d'Euler  (n°  irr3)  sont  des  é(iuations  homo- 
gènes de  cette  espèce  et  de  degré  0.  On  leur  appliipn^  précisé- 
ment la  substitution  indicxuée  ici. 
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Exemples.  —  Les  deux  équations  suivantes  : 
.(Py      l  dy\ 


"'•"d.x^ 


V^       ""dxj'  -^-^  dx'      [    dx       ')' 


conchiisont  à  des  équations  de  Bcriioulli  en  Du  et  ont  respec- 
tivement pour  intégrales  : 

C,  +  Cj.v  =  xe~mx,         y  =  xlc  —  arc  siu  —  j. 

Quatrième  cas  :  L'équation  est  hoinogène  par  rapport  aux 
quantités  x,  dx  (considérées  comme  de  degré  1)  et  y,  dy, 
d^y,...  (considérées  comme  de  degré  n),  c'est-à-dire  que  l'équa- 
tion se  rejiroduit  multipliée  par  une  puissance  de  A  quand  on 
remplace  x  par  Xx  et  y  par  X^y.  Ce  cas  se  ramène  au  pré- 
cédent en  posant  y  =  2".  Mais  il  est  inutile  de  passer  par  cette 
transformation.  Il  vaut  mieux  changer  tout  tie  suite  de  fonc- 
tion et  de  variable  par  les  formules 

X  =  e',         y  =  ue"'. 

Soit  D  l'indice  de  dérivation  par  rapport  à  t  ;  on  aura,  en 
général,  en  appliquant  encore  la  formule  (10)  du  n°  191, 

g  =  e-P'D(D-l)...(D-/,  +  l)ue"' 

=  e("-p"(D  +  n)(D  +  n  —  [)  ...  (D  +  n—p  +  [}u. 

L'exposant  de  e'  est  égal  au  degré  d'homogénéité  de  -j-^. 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  x,  y,  —,...  dans  l'équa- 

dx 

tion,  la  même  exponentielle  viendra  en  facteur  commun  et  la 
variable  (  disparaîtra  par  la  suppression  de  ce  facteur. 

Exemple.  —  Soit  l'éciualion  (homogène  de  degré  4,  en  con- 
sidérant y  comme  un  carré) 

.x^pÇ=(x^+  2.vy)^'-r^ 
dx^  dx 

Par  les  substitutions  .v  =  e'  et  y  =  (te",  on  trouve  l'étpia- 
tion  en  u 

D^u  +  2(1  — (/)D(i  =  0. 
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Le  premier  iiiciiihic  csl  mu'  <l('M'ivi''e  exacte,  i\\>i[  l'intégi-alo 
première 

I)((  —  (I  —  ny  -  C, 

Les  varial)le.s  se  sépareiil  el  rintéf^raliuii  s'achève  sans 
(lilliciillé. 

208.  Equation  du  second  ordre  où  manque  -r-   (Equation 

de  Jacobi).  —  Jacolii  a  nionlré  que  si  l'un  coiiriail  une  inté- 
grale [)reniière  de  l'équation 

(11)  S-/-^-'^-)' 

l'intégration  s'achève  par  des  (|iiaiiratnies.  Soit,  en  elïel, 
connue  l'intégrale  première  (contenant  un<'  constante  ('.) 

(12)  g  =  .(.,  v,  C)  ; 

/V  rff.s  que  ~  sera  le  facteur  iuté^runi  (n'  I  l(i)  de  réijiuitiou 
3L 

dy  —  ulx  =  0, 
de  sorte  ([ue  l'intéiirule  générale  sera 

\^Ady-,d.)^C^. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  remarquons  (]ne  toute 
intégrale  de  l'écjuation  (11),  vériliant  (12),  satisfait  aussi  aux 
deux  écpiations  snivanles  : 

f/.v'       3a:       2ydx  3.v       3j-  ' 

obtenues  en  dérivant  (12)  |>uis  en  •'•liniinant  les  dérivées  de  ^V- 
Mais  la  deiriière  é(pialion,  qui  a  eu  lieu  entre  .v,  y  et  C.  seule- 
ment, est  une  identité,  car  elle  est  satisfaite  ])ar  des  valeurs 
arbitraires  de  .v,  y  et  y'  (donc  de  C  (|ui  est  arbitraire  avec  v')- 
On  peut  donc  la  dériver  ])artielleinenl  pai-  rappoi't  à  C  ;  on  en 
déduit  une  nouvelle  itleidité 

3.v3r.       ?v?C'       3v3C         '     ■         ■   3a-\3(V      3v\      '  3C 
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